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Matematická kartografie část kartografie, jej́ıž hlavńı úlohou
je p̌revod údaj̊u z referenčńı plochy do roviny pomoćı
kartografických zobrazeńı
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Gaussovo konformńı zobrazeńı elipsoidu v poledńıkových
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Jan Ježek
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Matematická kartografie

Řeš́ı r̊uzné způsoby zobrazeńı Země (resp. koule, elipsoidu) do
roviny na základě požadavk̊u na ně kladených.

Důležitý obor pro tvorbu map, a vyjáďreńı jejich zkresleńı.

Důlěžitý obor pro určeńı základńıch geometrických veličin
(úhl̊u, délek) na mapách.

Jan Ježek
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(úhl̊u, délek) na mapách.
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Demo:
https://www.jasondavies.com/maps/transition/

https://bl.ocks.org/enjalot/bd552e711b8325c64729

Mě̌reńı délek, Google Maps, Google Earth

Jan Ježek

https://www.jasondavies.com/maps/transition/
https://bl.ocks.org/enjalot/bd552e711b8325c64729
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Geografické soǔradnice - Zeměpisná délka

úhlová vzdálenost λ mezi rovinami nultého (greenwichského) a
ḿıstńıho poledńıku; pokud ḿıstńı poledńık lež́ı na východ od
Greenwichského poledńıku, jde o východńı zeměpisnou
(geografickou) délku, pokud lež́ı na západ od Greenwichského
poledńıku jde o západńı zeměpisnou (geografickou) délku;
p̌ričteme-li ke greenwichské délce hodnotu 17 stupňů 40 minut
dostaneme délku od Ferra, odečteme-li 2 stupně 20 minut
dostaneme délku pǎŕıžského poledńıku.

Jan Ježek
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Geografické soǔradnice - Zeměpisná š́ı̌rka

úhlová vzdálenost ϕ bodu na zemském tělese (nebo na referenčńım
elipsoidu) od roviny rovńıku; u bodů lež́ıćıch nad rovńıkem
(směrem k severńımu pólu) jde o severńı zeměpisnou
(geografickou) š́ı̌rku, u bodů lež́ıćıch pod rovńıkem o jižńı
zeměpisnou (geografickou) š́ı̌rku.
Geografické soǔradnice - na kouli (U,V ) na elipsoidu (ϕ, λ).

Jan Ježek
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Astronomický azimut

úhel mezi rovinou astronomického meridiánu a svislou rovinou
procházej́ıćı ćılem, obvykle mě̌rený v rovině astronomického
horizontu od severu p̌res východ, jih a západ v p̌ŕıpadě
astronomického azimutu pozemńıho ćıle nebo od jihu p̌res západ,
sever a východ v p̌ŕıpadě nebeského tělesa.

Jan Ježek
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Poledńık a rovnoběžka

Co je poledńık?

Co je rovnoběžka?

Jan Ježek
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Kulová plocha

Kulovou plochou nazýváme množinu všech bodů v prostoru
E3, jej́ıž každý bod X má od pevně zvoleného bodu O, který
nazýváme sťred kulové plochy, konstantńı vzdálenost
|OX | = r > 0 (tzv. poloměr). Pro zjednodušeńı úvah budeme
v mnoha p̌ŕıpadech uvažovat |OX | = r = 1. Kulovou plochu
o poloměru r = 1 nazýváme jednotková kulová plocha.

Figure: Kulová plocha (p̌revzato z [3])Jan Ježek
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Př́ımky a úsečky na sfé̌re, délka úsečky

V rovinné geometrii rozuḿıme úsečkou nejkraťśı spojnici dvou
bodů. Př́ımku chápeme jako úsečku nekonečně prodlouženou
na obě strany. Stejně zavád́ıme pojem úsečky a p̌ŕımky i na
kulové ploše (s-p̌ŕımka, s-úsečka).

Jan Ježek
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Hlavńı kružnice

Nechť jsou dány dva libovolné body A,B na kulové ploše a
bod O, sťred kulové plochy. Rovina proložená body A,B a
sťredem O prot́ıná kulovou plochu v kružnici k , která se
nazývá hlavńı kružnice.

Figure: Hlavńı kružnice (p̌revzato z [3])

Jan Ježek
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Vedleǰśı kružnice

Všechny ostatńı kružnice na kulové ploše vzniklé řezem roviny,
která neprocháźı sťredem kulové plochy, nazýváme vedleǰśı
kružnice. Pro jednotkovou kulovou plochu je poloměr
libovolné hlavńı kružnice roven jedné, vedleǰśı kružnice maj́ı
poloměr r menš́ı než 1.

Jan Ježek
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Délka s-úsečky

Pro mě̌reńı délek na sfé̌re využijeme obloukové ḿıry.
Na tomto ḿıstě proto p̌ripomeneme jak pojem obloukové
ḿıry, tak definici radiánu.
Velikost úhlu α vyjáďŕıme v obloukové ḿı̌re jako délku
oblouku l , který je vy̌tat rameny úhlu α na jednotkové
kružnici se sťredem ve vrcholu úhlu. Radiánem nazýváme úhel
ρ, jehož oblouková ḿıra je rovna 1; jeho velikost ve stupňové
ḿı̌re je ρ◦ = 180◦/π

.
= 57◦17′

Jan Ježek
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který je vy̌tat rameny úhlu α na jednotkové kružnici se sťredem ve
vrcholu úhlu. Radiánem nazýváme úhel ρ, jehož oblouková ḿıra je
rovna 1; jeho velikost ve stupňové ḿı̌re je ρ◦ = 180◦/π

.
= 57◦17′

Figure: Délka úsečky - p̌revzato z [3])

Jan Ježek
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Vzdálenost d(A,B) mezi dvěma body A, B na sfé̌re S

Délka nejkraťśıho kruhového oblouku, který tyto body spojuje -
v obloukové ḿı̌re odpov́ıdá velikosti p̌ŕıslušného sťredového úhlu.

Figure: Délka s-úsečky (p̌revzato z [3])

Jan Ježek
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Sférický trojúhelńık

Trojhran:

Figure: Trojhran s vyznačeným úhlem p̌ri hraně OB ′ (p̌revzato z [3])

Jan Ježek



Základńı pojmy
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Sférický trojúhelńık

Pr̊unik trojhranu O(A′B ′C ′) a kulové plochy, jej́ıž sťred je ve
vrcholu O trojhranu - sférický trojúhelńık

Figure: Sférický trojúhelńık (p̌revzato z [3])

Jan Ježek
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Sférický trojúhelńık

Délky stran (jsou určeny úhly ∠BOC , ∠AOC , ∠AOB)

úhly α, β, γ, což jsou úhly p̌ŕıslušného trojhranu.

Strany sférického trojúhelńıku jsou zároveň délky p̌ŕıslušných

oblouk̊u
_
BC ,

_
AC ,

_
AB hlavńıch kružnic.

Jan Ježek
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oblouk̊u
_
BC ,

_
AC ,

_
AB hlavńıch kružnic.

Jan Ježek
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Sférický trojúhelńık

Trojúhelńık definovaný pomoćı trojhranu se nazývá konvexńı
nebo také Euler̊uv.

Každý z jeho základńıch prvk̊u, tj. stran a úhl̊u, je menš́ı než
π.

Jan Ježek
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Polárńı trojúhelńık

Krajńı body pr̊uměru kulové plochy, kolmého na rovinu dané hlavńı
kružnice, se nazývaj́ı póly této kružnice. Mějme na kulové ploše
sférický trojúhelńık ABC . Nechť A0 je pól hlavńı kružnice určené
body B,C , lež́ıćı na stejné polokouli jako bod A. Analogicky
źıskáme i body B0,C0. Ř́ıkáme, že trojúhelńık A0B0C0 je polárńı
k danému trojúhelńıku ABC .

Figure: Polárńı trojúhelńık (p̌revzato z [3])

Jan Ježek
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Polárńı trojúhelńık

Figure: Polárńı trojúhelńık (p̌revzato z [3])
Jan Ježek
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Sférická trigonometrie

Polárńı trojúhelńık

Figure: Polárńı trojúhelńık (p̌revzato z [3])

Jestliže trojúhelńık A0B0C0 je polárńı k trojúhelńıku ABC , pak
také obráceně trojúhelńık ABC je polárńı k trojúhelńıku A0B0C0.
Strany polárńıho trojúhelńıku jsou
a0 = 180◦ − α, b0 = 180◦ − β, c0 = 180◦ − γ; jeho úhly jsou
α0 = 180◦ − a, β0 = 180◦ − b, γ0 = 180◦ − c

Jan Ježek
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Sférická trigonometrie

Sférická kružnice

Sférická kružnice (kružnice na kulové ploše) je množinou všech
bodů kulové plochy, které maj́ı od daného bodu C na kulové ploše
sférickou vzdálenost r ,

M = {X ∈ S; d(XC ) = r}, kde d(XC ) je sférická vzdálenost bodů X ,C .

Bod C je sférický sťred kružnice, vzdálenost r nazýváme (sférický)
poloměr kružnice.

Figure: Sférická kružnice (p̌revzato z [3])

Jan Ježek
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Cvičeńı:

Vypočtěte vzdálenost Plzně od rovńıku a od seveńıho pólu.
Vysvětlete použitý vzorec a zvolený postup.

Zopakujte si rovinnou trigonemtrii (cos, sin, tan apod. . . ,
jednotková kružnice).

Jan Ježek



Základńı pojmy
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a, b, c , α, β, γ ∈ (0o , 180o)

Součet libovolných dvou stran je veťśı než strana ťret́ı.

Proti stejným stranám lež́ı stejné úhly, proti veťśı straně lež́ı
veťśı úhel.

Součet všech stran je menš́ı než 360o , tj. a + b + c < 360o .

Součet všech úhlu je veťśı než 180o a menš́ı než 540o , tj.
180o < a + b + g < 540o .

Rozd́ıl mezi součtem všech úhlu sférického trojúhelńıku a
úhlem pŕımým se nazývá exces sférického trojúhelńıku
(nadbytek), znaćı se e, tj. e = a + b

Jan Ježek
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Sférická trigonometrie

Matematický základ pro rešeńı problému, které se vyskytuj́ı v
geodézii, kartografii, astronomii

Sinová věta

Kosinová věta pro stranu

Kosinová veta pro úhel

Řešeńı sférického trojúhelńıku

Jan Ježek
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Opakováńı rovinná trigonometrie . . . wikipedie

Sinová věta

Kosinová věta

Pravoúhlý trojúhelńık
a

sinα
=

b

sinβ
=

c

sin γ

a2 = b2 + c2 − 2bc · cosα

Jan Ježek
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Sinová věta

Figure: Sinová věta – odvozeńı (Převzato z [3])

Jan Ježek
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Sinová věta

BS = BA · sinα ∧ BA = BO · sin c ⇒ BS = BO · sin c · sinα

BS = BC · sin γ ∧ BC = BO · sin a ⇒ BS = BO · sin a · sin γ

porovnáńım a po úpravě

sin c · sinα = sin a · sin γ
sin a

sinα
=

sin c

sin γ

Obdobně plat́ı:

sin b

sinβ
=

sin c

sin γ
,

sin a

sinα
=

sin b

sinβ
.

Jan Ježek
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Kosinová věta pro stranu

Figure: Kosinová věta – odvozeńı (Převzato z [3])

Jan Ježek
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Kosinová věta pro stranu

Podle kosinové věty rovinné trigonometrie plat́ı pro 4ABC resp.
4ACO:

AC 2 = AB2 + BC 2 − 2AB · BC · cosβ

AC 2 = OA2 + OC 2 − 2OA · OC · cos b

Pravé strany rovnic dáme do rovnosti a využijeme Pythagorovu
větu pro 4OAB resp. 4OBC :

2OA · OC · cos b =

OB2︷ ︸︸ ︷
OA2 − AB2 +

OB2︷ ︸︸ ︷
OC 2 − BC 2 +2AB · BC · cosβ

2OA · OC · cos b = 2OB2 + 2AB · BC · cosβ

Jan Ježek
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Kosinová věta pro stranu

Zkrát́ıme dvěma a obě strany vyděĺıme délkami stran OA a OC .
Za poměry stran můžeme následně dosadit odpov́ıdaj́ıćı
goniometrické funkce rovinné trigonometrie:

cos b =
OB

OA
· OB
OC

+
AB

OA
· CB
OC
· cosβ

cos b = cos c · cos a + sin c · sin a · cosβ

Obdobně pro zbývaj́ıćı strany a úhly. Tento vztah nazýváme
kosinová věta pro stranu ve sférickém trojúhelńıku:
Jsou-li a, b, c strany a α, β, γ úhly sférického trojúhelńıku. Plat́ı:

cos a = cos b cos c + sin b sin c cosα

Jan Ježek
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Jsou-li a, b, c strany a α, β, γ úhly sférického trojúhelńıku, pak
plat́ı:

cosα = − cosβ cos γ + sinβ sin γ cos a (a cyklické rovnosti).

Jan Ježek
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Pravoúhlý sférický trojúhelńık

pravoúhlé - maj́ı jeden úhel pravý, strana proti pravému úhlu
se nazývá p̌repona, zbylé strany jsou odvěsny,

rovnoramenné - maj́ı dvě strany shodné, tyto strany nazýváme
ramena, zbývaj́ıćı strana je základna,

rovnostranné - maj́ı všechny strany shodné

polárńı - . . .

Jan Ježek
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Pravoúhlý sférický trojúhelńık

V p̌ŕıpadě pravoúhlého trojúhelńıku se věta sinová a kosinová
výrazně zjednoduš́ı. Položme γ = 90◦ (sin γ = 1, cos γ = 0):

věta sinová pro pravoúhlý sférický trojúhelńık bude ḿıt tvar:

sin a = sin c · sinα, sin b = sin c · sinβ

věty kosinové pro pravoúhlý sférický trojúhelńık se změńı na:

cosα = sinβ · cos a, cosβ = sinα · cos b kos. věta pro úhel

cos c = cos a · cos b kos. věta pro stranu

Jan Ježek
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Sférická trigonometrie

Sinová věta
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Neperovo pravidlo pro pravoúhlý trojúhelńık:

Do kruhového schématu zaṕı̌seme nejprve p̌reponu c , po stranách
p̌rilehlé úhly α, β a proti nim rozd́ıly 90◦ − a, 90◦ − b, kde a, b
jsou odvěsny pravoúhlého trojúhelńıku. Dle Neperova pravidla
plat́ı, že kosinus každého prvku v kruhovém schématu je roven:

součinu sinů protilehlých prvk̊u

součinu kotangent sousedńıch prvk̊u.

Jan Ježek
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Neperovo pravidlo pro pravoúhlý trojúhelńık

Figure: Převzato z [3]

Jan Ježek
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Neperovo pravidlo pro pravoúhlý trojúhelńık

Figure: Neperovo pravidlo, Převzato z [3]

Jan Ježek
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Kosinová věta pro stranu
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