LINEARNI ZOBRAZENI

Definice:

Necht U, V jsou linedrni vektorové prostory nad télesem 7', nechf L: U/ —V
je zobrazeni z mnoziny U do mnoziny V.

Zobrazeni L se nazyva linedrni zobrazeni (homomorfismus), jestlize pro
kazdé x,y € U a pro kazdy prvek A € T plati:

1. L(x +y) = L(x) + L(y),
2. L(Ax) = A - L(x).

Poznamka:

Pro kazdé linearni zobrazeni L:U/—) je obrazem nulového prvku opét nu-
lovy prvek, tj. plati L(0;) = 0, kde 0; je nulovy prvek prostoru U a 0y je
nulovy prvek prostoru V.

Definice:

Necht U, V jsou linearni vektorové prostory nad télesem 7', nechf L: U/ —V
je linedrni zobrazeni.

Mnozina vSech prvku prostoru U, které se zobrazi do nulového prvku 0 (v pro-
storu V), se nazyva jadro zobrazeni L a znaci se KerL:

KerL = {x e 4 ; L(x) = 0}.

Mnozina obrazu vSech prvku z prostoru U se nazyva obraz zobrazeni L
a znaci ImL:

ImL={yeV;3dxeld : L(x)=y}.

Véta: (podprostory jidro a obraz linedrniho zobrazeni)

Necht ¢, V jsou linedrni vektorové prostory nad télesem T, L:U—V je
linearni zobrazeni.

Potom KerL je podprostor prostoru ¢ a ImL je podprostor prostoru V.



Véta: (dimenze jidra a obrazu linearniho zobrazeni)
Necht ¢, V jsou linedrni vektorové prostory nad télesem T, L:U—V je
linedrni zobrazeni.
Potom plati:
dim(KerL) + dim(ImL) = dim /.

Definice:

Necht U, V jsou linedrni vektorové prostory nad télesem 7', necht L: U/ —V
je linearni zobrazeni.

Potom zobrazeni L se nazyva izomorfismus (izomorfni zobrazeni), je-li
prosté a je-li zobrazenim na prostor V.

Linearni vektorové prostory U, V se nazyvaji izomorfni prostory, jestlize
existuje izomorfismus L: U/ —V.

Véta: (charakterizace izomorfismu)

Necht U, V jsou linedrni vektorové prostory nad télesem 7', necht L:U—V
je linedrni zobrazeni.

Potom plati:

L je izomorfismus praveé tehdy, kdyz KerL = 0 = {0}, ImL = V.

Véta: (inverzni zobrazeni k izomorfismu)

Necht ¢, V jsou linedrni vektorové prostory nad télesem 7', necht L:U/—V
je linedrni zobrazeni.

Je-li L izomorfismus, potom existuje inverzni zobrazeni L~1: V—U, které je
také izomorfismem.

Véta: (izomorfismus a linedrni zavislost)

Necht U, V jsou linedrni vektorové prostory nad télesem 7', necht L:U/—V
je izomorfismus.

Potom prvky ui,us,...,u, € U jsou linedrné zavislé prave tehdy, kdyz jsou
linedrné zavislé jejich obrazy - prvky L(u;), L(us), ..., L(uy).



Véta: (dimenze izomorfnich prostori)
Necht U, V jsou linedrni vektorové prostory koneéné dimenze.
Prostory U, V jsou izomorfni pravé tehdy, kdyz plati:

dimY = dim V.

Souradnicovy izomorfismus
Jestlize U je linedrni vektorovy prostor koneéné dimenze nad télesem R,

dimU = k. Zvolme uy,u,, ..., u; bazi prostoru U.
Pro kazdy prvek x € U je mozny zapis x = Aju; + Aus + - - - + A\pug, kde
X = A, Ao, ..., )T je soufadnicovy vektor prvku x v bdzi uy, us,. .., uy.

Definujme zobrazeni L: U/ — Ry, pfedpisem
L(x) =x.

Toto zobrazeni je izomorfismus, ktery se nazyva souradnicovy izomorfis-
mus.

Matice linearniho zobrazeni

Necht ¢, V jsou linearni vektorové prostory konecéné dimenze nad télesem T,
dim = k, dimV = n. Necht L:U/—V je linearni zobrazeni.
Necht u;,us,...,u, je baze prostoru U, vi,va,..., Vv, je bdze prostoru V.
Libovolny prvek x € U 1ze vyjadrit jako linearni kombinaci prvku baze tohoto
prostoru, tj.

X = AUy + Aoug + ... + Agug,

tedy

K =[A, Ao, )T
je souradnicovy vektor prvku x v bazi uy, ug, ..., u; prostoru U.
Zobrazime-li prvek x, ziskdme prvek y = L(x) v prostoru V, také tento
prvek lze vyjadrit jako linearni kombinaci prvka baze vy, vs, ..., v, prostoru
Y, proto

Y =mVi+1meVe+ . A Va,

a tedy

Y = [m:m2s )"
je soutadnicovy vektor prvku y = L(x) v bazi vy, vs, ..., Vv, prostoru V.



Hledejme nyni, jaky je vztah mezi souradnicovymi vektory X a y, je-li

y = L(x).

Protoze zobrazeni L je linedrni, musi platit, ze obrazem linearni kombinace
prvku ("vzoru”) je linedrni kombinace obrazu jednotlivych prvka, tj.

y = L(x) = L(A\juyg +Aoug+. ..+ pug) = M L(uy) +AoL(ug) +. . .+ ApLuy).

Proto

K vyjadieni hledaného vztahu potfebujeme tedy znat souradnicové vektory
obrazu prvku baze prostoru U vzhledem k bazi prostoru V. Pro kazdé i =
1,2,...,k oznacme L(w) = [ay;, g, ..., )T, kde jednotlivé soutadnice
urcujeme ze vztahu

L(ul) = 1;V1 + Q9; Vo + ... + Qi Vp.-

Potom
T a1 12 Ok
Uy Qi 92 0ok
] =)\ - . + Ay - . + .o+ A . =
| (07°%1 (67°%] Ank
Aty 4 Agagg + - - - 4 Ay Qpp Qg ot Qg A1
A1 + Aaagy + -+ - 4 Mgy Qo1 Qg -+ Qg Ao
L /\lanl + )\204712 + -+ /\kank Qp1 Qpa - Ok )\k

Tedy y = A - X, kde matice A se po sloupcich skldda ze souradnicovych

vektoru L(u;) obrazu prvku baze uy, uy, ..., u; prostoru U vzhledem k bézi
V1, Va,...,V, prostoru V, tj.
a1 Q12 o Qg
— — — Qo1 Qg -+ Q9
A=[L(w)| L) |- |Llw) | =]
Op1 Qp2 - Ok
Matice A se nazyva matice linearniho zobrazeni L v bazich u;, u,, ..., u,
prostoru U4 a vq,vsy,...,V, prostoru V.

Pro kazdy prvek x € U a jeho obraz y = L(x) pritom plati vztah

~

A-x=Yy.



Véta: (hodnost matice linearniho zobrazeni)

Necht ¢, V jsou linedrni vektorové prostory koneéné dimenze, necht L: f —V
je linearni zobrazeni.

Jestlize uy, ug, . .., u; je baze prostoruld, vy, va, ..., v, baze prostoru ) a ma-
tice A je matice linedrniho zobrazeni L v téchto bazich, potom

dim(ImL) = hod(A).

Drsledek:

Necht U, V jsou linedrni vektorové prostory koneéné dimenze, necht L: L/ —V
je izomorfismus.

Jestlize A je matice izomorfismu L v danych béazich, potom matice A je
regularni.

Véta: (matice slozeného linedrniho zobrazeni)

Necht U, V, W jsou linearni vektorové prostory koneéné dimenze nad télesem
T, necht Li:U—V, Ly: V—W jsou linearni zobrazeni. Uvazujme béze:
ui, Uy, ..., U, prostoru U, vi,Vva,..., Vv, prostoru V a wi,wo,..., W,, pPro-
storu W.

Jestlize A je matice linedrniho zobrazeni L; a B je matice linearniho zobra-
zeni L, v danych bazich, potom slozené zobrazeni L: U — )WV dané predpisem

L(x) = Ly(Ly(x))

pro kazdé x € U je opét linearni a matice slozeného zobrazeni L v danych
bézich je
C=B-A.

Disledek: (matice inverzniho zobrazeni k izomorfismu)

Necht ¢, V jsou linedrni vektorové prostory koneéné dimenze, necht L: I/ —V
je izomorfismus.

Jestlize uy, us, ..., u, je baze prostoru U, vi,vs,..., Vv, je baze prostoru V
a A je matice izomorfismu L:/—V v danych bézich,

potom matici inverznfho zobrazeni L=1: V—U v téchto bazich je matice A1
inverzni k matici A.



Matice prechodu

Necht ¢ je linedrni vektorovy prostor koneéné dimenze n. Jestlize f;, f,, ..., f,
je baze prostoru U a g1, 8s,..., L, je také baze téhoz prostoru U, potom pro
libovolny prvek x € U lze urcit jeho souradnicové vektory v obou béazich:
Prvek x € U vyjadiime jako linearni kombinaci prvku baze fi, fy, ... f, pro-
storu U, tj. plati x = \if; + Xofs + ... + A\, f,, potom soutadnicovy vektor
prvku x v bazi fi,f;, ..., £, je

=M, N AT

Stejny prvek x ale lze vyjadiit téz jako linearni kombinaci prvka baze g, go,
s By 8] X = mg1+Mm28o+. . .+ Np8n, soutadnicovy vektor prvku x vzhledem
k bazi g1,82,...,8n je proto
X = [7]177727"‘777n]T'
Uvazujme identické zobrazeni L:U—U, pro které L(x) = x pro kazdy
prvek x € U. Oznacme T matici tohoto linedarniho zobrazeni, a to v bazi

g1,89,-..,8, prostoru U, ktery zobrazujeme, a v bazi fi,f,, ..., f, prostoru
U, do kterého zobrazujeme.
Tedy

T=[L(g)|Llg) | |Le) | =& |&] & ]

nebot L(g;) = g; pro kazdé i =1,2,...,n.
Pro kazdy prvek x € U plati
T -x=L(x)=x%.
Matice T je regularni, protoze identické zobrazeni je izomorfismus.

Vyse vytvorend matice T se nazyva matice prechodu od baze f;, f;, ... f,
k bazi gi,g.,...,8, prostoru .

Budeme-li uvazovat inverzni zobrazeni L~! k identickému zobrazeni L, bude
to opét identické zobrazeni na prostoru /. Jako matici inverzniho zobrazeni
U dostaneme matici prechodu od baze gi,g,,...,g, k bazi f;.f,, ... f,
prostoru U, ktera je inverzni matici k matici T, t.j.

T = [ L) L&) |- | L) [ = | £] &[]
Pritom plati vztah
T x=x

pro kazdy prvek x € U.



SOUSTAVY LINEARNICH ALGEBRAICKYCH
ROVNIC II
(GAUSSOVA ELIMINACNI METODA - tesitelnost
soustav)

Zopakujme na uvod, co jiz o soustavach linearnich algebraickych rovnic vime

VVVVV

Soustavu m linearnich algebraickych rovnic o n neznamych lze zapsat
jako

A-x=b,
kde A je matice typu m/n nad télesem R redlnych &fsel, x = [x1, o, ..., 2,
je n-clenny aritmeticky vektor nad télesem R a b = [by, by, ..., b,]T je m-
clenny aritmeticky vektor nad télesem R.
Pti oznaceni A = [a;;] 1ze vztah A - x = b rozepsat do tvaru:
air G2 -0 Ain T by
Q21 Q22 -+ QA2p T2 | ba
Qm1 Om2 - Qmp T bm
£.j.
anTy + apTy + -+ apr, = b,
U171 + AT + ++* + A2pTp = by,
Am1T1 + AmaTa + - -+ + ATy, = bm~
Matice A = [a;;] se nazyvd matice soustavy, vektor x = [z, 22, ..., 2,]"
vektor nezndmych, vektor b = [by, bs, ..., b,]T vektor pravych stran.
ap Gz v A | b
Qg1 Q22 - A2 by
Matici [A|b] = ] ] T nazyvame rozsifrend matice
Am1 Am2  * Qmp bm
soustavy.



Resenim soustavy m linedrnich algebraickych rovnic o n nezndmych za-
psané maticové jako A - x = b se nazyva kazdy n-clenny aritmeticky vektor
r nad télesem R, pro ktery plati A -r = b.

Dvé soustavy linearnich rovnic jsou ekvivalentni soustavy, jestlize maji
stejné mnoziny FeSeni.

Véta:
Jestlize matice [C|d] vznikne z matice [A |b] uzitim fadkovych elementdrnich
uprav, potom soustavy linearnich rovnic A -x =b a C-x = d jsou ekviva-
lentni.

Pfipomenme jesté, které upravy patii mezi fadkové elementarni apravy
matice A ( typu m/n )

1. vzajemnda vymeéna dvou rfadku matice,
2. vynasobeni fadku matice nenulovym c¢islem,

3. pricteni nasobku jednoho radku k jinému radku.

Poznamka:
POZOR! Analogie k vyse uvedené vété o ekvivalenci soustav neplati, pokud
jsou pouzity sloupcové elementarnich upravy!

7, ¢asti vénované hodnosti matic vime, ze matice A je ve stupnovitém
tvaru, plati-li: pokud je v nékterém Fadku i-ty prvek prvni nenulovy (je to
tzv. pivotni prvek), potom ve vsech dalsich tddcich jsou vsechny prvky od
prvniho az do i-tého vcéetné rovny 0.

Klasickda Gaussova elimina¢ni metoda spocCiva v tom, ze se v prvni fazi
prevede rozsifend matice soustavy na stupnovity tvar (tzv. eliminace) a ve
druhé fazi se vyjadii feseni postupnym dosazovanim (tzv. zpétné dosazovani,
zpétny chod). Pokud je v prvni fézi rozsitend matice soustavy pievedena na
redukovany stupnovity tvar, zjednodusuje se podstatné druha faze Gaussovy
metody. Dalsi vylepSeni tohoto postupu umoznuji teoretické poznatky, které
nyni uvedeme.



Definice:

Necht A -x = b je soustava linedrnich algebraickych rovnic.

Soustava se nazyva homogenni, jestlize b = 0 neboli vektor pravych stran
je nulovy.

Soustava se nazyva nehomogenni, jestlize b # 0, tj. vektor pravych stran
je nenulovy .

Véta: (feSeni homogenni soustavy)

Necht A - x = 0 je homogenni soustava linearnich algebraickych rovnic, kde
matice soustavy A je typu m/n.

Potom mnozina vSech feSeni homogenni soustavy rovnic je linedrni vektorovy
prostor dimenze

n —hod(A).

Uvazovana homogenni soustava rovnic A -x = 0 ma matici soustavy A typu
m/n, je to tedy soustava m rovnic pro n nezndmych. Proto je dimenze pros-
toru feSeni homogenni soustavy rovnic "pocet nezndmych - hodnost matice

A”.

Jesté si uvédomme, ze homogenni soustavy rovnic jsou vzdy resitelné, tj.
vzdy maji Feseni. Resenim libovolné homogenni soustavy je totiz nulovy vek-
tor. Ma-li soustava pravé jedno teseni, je to tento nulovy vektor. V ptipadé
soustavy s nekoneé¢né mnoha feSenimi existuje kromé tohoto nulového teseni
jesté nekonecné mnoho nenulovych feseni.

Pokud ale soustava rovnic je nehomogenni, tedy ma nenulovou pravou stranu,
muze navic nastat i situace, kdy feseni soustavy nemusi existovat.

Véta: (Frobeniova podminka feSitelnosti)
Soustava linearnich algebraickych rovnic A - x = b mé TeSeni pravé tehdy,
kdyz

hod([A|b]) = hod(A),

tj. hodnost rozsitené matice soustavy a hodnost matice soustavy jsou shodné.



Véta: (feSeni nehomogenni soustavy)

Necht v je feseni nehomogenni soustavy linedrnich algebraickych rovnic

A -x=b.

Potom w je feSeni soustavy rovnic A - x = b pravé tehdy, kdyz w = v + u,
kde u je feseni homogenni soustavy rovnic A - x = 0.

Véta o feseni nehomogenni soustavy poskytuje navod, jak popsat vSechna
fegeni Fesitelnych soustav rovnic (toto se vyuziva predevsim v situaci, kdy
mé soustava nekoneéné mnoho feseni). Jestlize soustava A -x = b ma feseni,
potom staci najit jedno reseni xp této nehomogenni soustavy rovnic A-x = b
(tzv. partikuldarni feseni) a obecné feseni xg piislusné homogenni soustavy,
tj. urcit vsechna teseni homogenni soustavy rovnic A - x = 0. Obecné Teseni
nehomogenni soustavy A -x = b je potom jejich souc¢tem:

X =Xp+Xpg.

Véta: (soustava s reguldrni matici)
Ma-li soustava linearnich algebraickych rovnic A - x = b matici soustavy A
regularni, potom ma tato soustava prave jedno feseni.

Protoze regularni matice lze charakterizovat tfemi navzajem ekvivalentnimi
podminkami:

e hodnost regularni matice se rovna radu matice,
e determinant reguldrni matice je nenulovy,
e k regularni matici existuje inverzni matice,

muzeme pii feseni soustavy A-x = b s regularni matici A vybirat z nasledujicich
ti{ metod:

1. Klasicka Gaussova elimina¢ni metoda.
V eliminacni fazi se rozsifend matice soustavy prevede na stupnovity
tvar, pficemz z matice A vznikne horni trojihelnikovd matice. Reseni
lze urcit jednoduse zpétnym dosazovanim. Pii vyuziti redukovaného
stupnovitého tvaru vznikne z matice A soustavy dokonce matice dia-
gonalni, jsou-li pivotni prvky rovny 1, tak matice jednotkova.
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2. Cramerovo pravidlo.
Necht A -x = b je soustava linearnich algebraickych rovnic s reguldrni
matici A fadu n, tj. det A # 0.

Pro kazdé i = 1,2,...,n oznacme A; matici, kterd vznikne z matice A
tim, ze -ty sloupec matice A nahradime sloupcem b.
Potom pro Fesen{ soustavy rovnic A - x = b plati x = [x1, s, ..., z,]7,

kde pro kazdé i =1,2,...,n je

 det A

X

3. Pomoci inverzni matice.
Protoze k reguldrni matici A existuje inverzni matice A~!, muZzeme
jediné teseni soustavy ziskat jako soucin inverzni matice a vektoru
pravych stran, tj.
x=A".b.
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