4. Nezavislost nahodnych veli¢in

V této kapitole budeme zkoumat jeden znejvyznamnéjSich pojmi v teorii
pravdépodobnosti — pojem nezavislosti nahodnych veli¢in.

Definice 4.1

Bud’ {Q, A, P} pravdépodobnostni prostor a {X [}l_e ,» jeindexovamnozina ) systém

nahodnych veli¢in definovanych na tomto pravdépodobnostnim prostoru. Nahodné veli¢iny
patfici do tohoto systému nazveme nezavislé , jestlize pro libovolné ¢,...,t €l a pro

libovolna ¢isla x,,...,x, € R, plati

P(th <Xy X, < xn) = P(X

t 4

<x)..P(X, <x,) (4.1).

t,

Poznamka 4.1

Ptedchozi definice disledné vychazi z definice nezavislosti nahodnych jeva 1.5.1.5.
Totiz pro libovolnou n — tici indext z indexové mnoziny
{a); X, (0)<x,...X, (0)<x, } ndhodnym jevem , na ktery miiZeme uplatnit pravé uvedenou

definici nezavislosti ndhodnych jevii. Nevyhodou vyse uvedené definice je , to ze je nutno
vySetfovat vSechny mozné skupiny indexl z indexové mnoziny. Nastésti pro ptipad konecné
mnoziny ndhodnych veli¢in tento problém fesi nasledujici véta.

Véta 4.1

Nahodné veli¢iny X, X,,..., X, jsou nezavislé pravé tehdy , kdyz pro libovolna ¢isla
xX,,....X, € R, plati

P(X, <x,..X,<x,)=P(X,<x)..P(X,<x,) (4.2).

Diikaz:

Jen naznacime.

1) Kazdou k — tici ( k <n ) ndhodnych jevl Aj,...Ax je mozno napsat jako prunik n

nahodnych jevlt 4 N4, N..0 4, "QN.NQA=4 N4, N..NA4
(n—k)x

2)  Zvolime — li 4, ={w; X (w)<n}, ziskdme systém mnoZin A, pro ktery plati

a UA; = a podle véty 1.5.2.2 o polospojitosti pravdépodobnosti je

n=1

lim P(X, <n)=1lim P(4])= P(GA;) =P(Q)=1
n=l1

n—x0 n—x

A cA

n n+l

3) Vypocet pravdépodobnosti pruniku libovolné k — tice mizeme tedy napsat
limitn¢ jako vypocet pravdépodobnosti priniku n — tice.
Q.E.D.

Véta 4.2
Necht’ X = (X, X3,...,X4 ) je ndhodny vektor , necht’ dale ndhodné veli¢iny X; , X;
,---»Xn jsou nezavislé. Potom
[F(xl,xz,...xn) = E(xl).F(xz)....I*;(xn) , (4.3)
kde F je sdruzena distribu¢ni funkce ndhodného vektoru X a F, , F», ... , F, jsou

postupné distribucni funkce jednotlivych ndhodnych veli¢in X, , X5,..., X, .
Diikaz:



Vztah (4.2) neni nic jiného nez zapis vztahu (4.3). Tim je tedy dikaz véty 4.2
proveden. Vyznam této véty spociva v tom, Ze sdruzenou distribu¢ni funkci F mohu

napsat jako soucin jednotlivych distribucnich funkci prvkd ndhodného vektoru, je
mozno provést ,, separaci ndhodnych veli¢in ,,.

V dalsi ¢asti uvedeme variaci pfedchozi véty pouzité na piipad spojitého ¢i diskrétniho
nahodného vektoru.

Véta 4.3
Necht X = (X, X3,...,X4 ) je spojity ndhodny vektor se sdruzenou hustotou f . Potom
nahodné veli¢iny X, , Xz ,...,Xn jsou nezavislé pravé , kdyZ pro kazdé (x,,...,x,)€R,
plati

f(xl,...,xn)zfl(xl) ..... f, (xn), (4.4)
kde f,,..., f, jsou postupné hustoty jednotlivych ndhodnych veli¢in X ,...,X, .

Diikaz:
Duikaz vztahu (4.4) provedeme jednoduse tim , ze ve vztahu (4.3) budeme ob¢ strany
parcidln¢ derivovat :

_OF(xenx,) 0" (F(x).F(x,)...F,(x,))

S (s, ) = Ox,...0x, ox,...0x, = F0)F () () =
= f(x)-rn S, (%)

Q.E.D.

Véta 4.4

Necht X = (X; , Xy ,....X, ) je diskrétni ndhodny vektor se sdruzenou
pravdépodobnostni funkci [P. Potom ndhodné veli¢iny X; , X ,...,X; jsou nezavislé

pravé , kdyz pro kazdé (x,,...,x,) € R, plati

P(x500%,) = B (%) B (%) 5 (4.5)
kde B,...,P, jsou pravdépodobnostni funkce jednotlivych ndhodnych veli¢in X; , X,
yeeesXn -
Diikaz :

Provedeme ho obdobné , vyuzijeme vztah (4.3) a vztah mezi pravdépodobnostni
funkei a distribu¢ni funkci ndhodné veli€iny ( resp. ndhodného vektoru ) uvedeného ve
vete 2.5 (resp. 2.6).

Prvni vyuziti principu nezavislosti nahodnych veli¢in nam poskytuje nasledujici véta o
sttedni hodnoté€ soucinu nezavislych ndhodnych velicin.

Véta 4.5
Necht X , Y jsou nezdvislé ndhodné veli¢iny a E(X) < +oo a E(Y) < +o0. Potom
existuje 1 E(X.Y)aje

E(XY)=E(X).E(Y) (4.6)
Diikaz:
Provedeme pro spojity pfipad. Protoze zobrazeni , které dvojici hodnot (x , y) ptifadi
jejich soucin je dokonce spojité , podle véty 3.5 uvedené diive , existuje stiedni
hodnota sou¢inu nahodnych veli¢in X a'Y . Jeji vypocet provedeme podle (3.20) :



+00 +00

E (X Y )= I J-x.y. f (x, y)a’xdy, kde f je sdruZzend hustota nahodného vektoru
X=(X,X3) . Néahodné veliciny X a Y jsou nezavislé , podle (4.4) je tedy
E(X.Y) = I I xy.f, (x).f2 (y)dxdy ,kde f,, f, jsou hustoty ndhodnych veli¢in X a Y.

—00 —00

+00 +00 +00 400

)= ] [erfi (0o dudy = [ ] (x/i00)- (3£ sy =

—00 —00

= ( I x.f, (x)dxj.[ I v.1,( y)dy) =E(X).E(Y). Pfedchozi rovnosti vyplyvaji dale ze
vztahli mezi dvojnym a dvojndsobnymi integraly.
Q.E.D.

Véta 4.6
Necht’ X , Y jsou nezédvislé ndhodné veliCiny, pro néz existuji rozptyly VAR(X) a
VAR(Y) . Potom existuje rozptyl ndhodné veli¢iny X+Y a je roven
VAR(X +Y )=VAR(X) + VAR(Y) (4.7)
Dikaz:

VAR(X +7Y) :E(((X+Y)_E(X+Y))z):

E(X2+2XY+Y2—2 (X+Y)E(X+Y)+(E(X+Y

\2
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=VAR(X)+VAR(Y),
Posledni rovnost vyplyva ze vztahu (4.6).
Q.E.D.

Véta 4.7
Necht’ X = (X; , X3,...,X, ) je ndhodny vektor a necht’ E(|Xk|2) <+0,k=1,2,..,n.

Potom existuji i smisené momenty 2 — hého tadu E(‘Xi X, ),i,j =1,...,n.
Diikaz:

Pro vSechny hodnoty i,j = 1, ... ,n plati (|xl.|—‘xj‘)2 >0=

0< ‘xi.xj‘ < %.(|xi|2 + ‘xjr ) , existuji momenty 2 — hého fadu podle véty 3.1, tedy

OSE(‘X[.Xj‘)é%.(E(|Xi|2)+E(‘Xj‘2)) (4.8)

Q.E.D.



Véta 4.8
Necht’ X je ndhodna veli¢ina a necht’ existuje E(|X |2) Potom existuje i £ (|X |) a
tedy také E(.X).

Dikaz:
Zvolime — 1i v pfedchozi véte za jednu z ndhodnych veli¢in X a za druhou nahodnou

veli¢inu konstantu rovnou jedné vyplyva ze (4.8) existence E( ), protoze ale je

obecné pro jakékoli X :
-lX|<x<lx] = -E(X|)<E(X)<E(X]).
Q.E.D.

Definice 4.2

Necht X , Y jsou nahodné veli¢iny, jejichz 0 # E(|X|2) <4+ a 0% E(|Y|2)< +00.
Potom ¢islo

cov(X,Y) = E[(X —E(X)).(Y—E(Y))] (4.9)

nazveme kovarianci ndhodnych veli¢in X a Y . Jestlize cov(X , Y ) = 0 fekneme , ze
nahodné veli¢iny X a Y jsou nekorelované.

Cislo
cov(X,Y)
p(x.7)= LD,
a(X).p(Y)
nazveme Korelaénim koeficientem ndhodnych veli¢in X a 'Y .”

(4.10)

Definice 4.3
Necht’ X = (X; , X5,...,X; ) je ndhodny vektor. Necht' existuji rozptyly nahodnych

veli¢in X,,i=1,2,...,n .Potom nazveme matici C = ( ¢; ), kde ¢;j = cov( Xi , Xj )
kovarian¢ni matici nahodného vektoru X.
Existuji — li hodnoty p, = p(X . ¢ j) nazveme matici R :( p,.j) korela¢ni matici

nahodného vektoru X.

Véta 4.9
Necht’ C = ( ¢jj ), 1,j=1,...,n je kovarianni matice ndhodného vektoru X = (X; , X;
,---,Xn ) . Potom je matice C symetricka a kvadraticka forma

e, 4.11)

i,j=1
proménnych x; , X; je pozitivné semidefinitni.
Diikaz:
Symetrie matice C vyplyva z toho , ze c;j = cov(Xi , Xj) = cov( Xj , Xj) = cj;. Pozitivni
semidefinitnost matice vyplyvéa z nésledujici nerovnosti:
2
ch] XX, = {(Z(Xi—E(Xi)).xij }zo (4.12)
i,j=1 i=1

Q.E.D.



Véta 4.10

Necht' C = ( ¢jj ), 1,j=1,...,n je kovarianni matice ndhodného vektoru X = (X; , X;
,---,Xn ) . Potom plati:

2
1. c; < CiCy

2| p |1

3. Nechtje X;=aX;+b a;tO.Potom‘ Py ‘=1
Dukaz:

2
1. Zavedeme pomocnou funkei g (1) = [zl.(Xi —E(X,.))—(Xj —E(Xj))} . Jisté existuje

sttedni hodnota g(/i) ( dokazte samostatn¢ ) , jeji hodnota je rovna
E(g(2))=2E((X,~E(X,)) ) -2AE[ (X, - E(X)).(¥, - E(X, ))}+E((Xj —E(Xj))z)
.Protoze g(/i) >0 je podle vlastnosti nezdpornosti stfedni hodnoty nahodné veli¢iny

E ( g(/l))>0 ProtoZze jde o nezdporny kvadraticky troj€len musi platit:
4c —4.c,c,; <0.

it "~ Jj
2. Vyplyva z ptedchozi nerovnosti.

E[(Xi—E(Xi)).(a.Xi +b—a.E(X,)_b)] a-E[X.—E(X,)]Z

3. p, = l = l =

& o (X,)o(aX, +b) [0 (X))

B a.VAR(Xi) _a

[ VaR(x,) |d
Q.E.D.

Priklad

Necht sdruzend hustota ndhodnych veli¢in X a Y je rovna

2 ,0<x<ynl<y<l
VHCS AN g
, jinak

a) Zjistéte hustotu X

b) Zjistéte hustotu Y

c) Zjistéte nezdvislost X a 'Y

d) Stanovte hodnotu korela¢niho koeficientu.

Regeni:
a) f(x)= J- f(x,y)dy , hodnoty x je nutno rozdé€lit do tii disjunktnich mnozin :Na

interval (-00,0) ; (0,1) ; (1,+o0). Zfejmé je hodnota f; v prvnim a tfetim intervalu rovna
nule . Necht tedy x € (0, 1) potom

fuyifuw@ P@ 2.(1-x)

b) f,(x)= I f(x,y)dx. Podobn¢ jako v piedchozim je jasné, Zze hodnoty funkce f;

v intervalech (-00,0) a (1,+00) jsou rovny nule. Zvolme tedy y € (0,1), potom je



fz(x):Tf(x,y)dx:]v‘dezly

¢) K ovéfeni nezédvislosti pouzijeme vétu 4.3 a vztah 4.4 , protoZe ale na intervalu (0,1)
je: 2#2.y.2.(1-x), nejsou ndhodné veli¢iny X a Y nezavislé.

d) Zjistime nejdiive hodnotu E(X) a E(Y) . Tedy
1 2 3 1
X x 1 2
E(X)=|x2.(1-x)dx=2.|———| =— , dale E(Y)=|y2ydy=—. Dale
()l() L 3}03 ()!yyy3
0 X 1 1 p 1
spocitame  E(X’)=|x*2.(1-x)dx=2|—-"—| =— , E(Y?)=|)y’2.pdy=—.
p (X?) ! (1-x) L 4}0 - (¥?) !y ydy =~
1 1 1 4_1

1
Odtud mizeme zjistit hodnoty rozptyll VAR(X)= ———=— a VAR(Y)=———=—.
q y rozpty X) =573 S
Pro ur¢eni kovariance jesté potfebujeme zjistit E(X.Y):
+00 400 1(y 1
1
E(XY)= x.y.f(x,y)dxdy = x.y.2dx |dy = | y’dy =—.
=[] I\ o=
Cov(X,Y)= 1 l%



