0. UVOD - &iselné obory, matematické
symboly

Ciselné mnoziny, intervaly
Ciselné mnoziny:

e Prirozena cisla
N =1{1,2,3,4,5,6,...},

resp.
No=NU{0}.

e Cela cisla
Z={ . ,—4,-3,-2-1,0,1,2,3,4,...}.
e Racionalni c¢isla

QZ{Z;p,qGZ,q#O}-

Raciondlni ¢isla jsou ta cisla, kterd lze vyjadrit pomoci zlomku. Pri
zapisu raciondlniho ¢isla pomoci desetinného rozvoje musi byt tento
desetinny rozvoj bud koneény nebo periodicky nekonecny.

e Redlna cisla R.
Mezi redlna ¢isla patii kromé racionalnich ¢isel jesté cisla iracionalni,
neboli ta, kterd maji nekoneény neperiodicky desetinny rozvoj.

e Komplexni ¢isla
C={a+10b;abeR},

kde i je tzv. imagindrni jednotka, tj. symbol s vlastnosti i? = —1.

V priloze 0.2 jsou shrnuty vSechny dulezité vlastnosti tykajici se pocitani s
realnymi, resp. s komplexnimi ¢isly.



Intervaly jsou dulezité podmnoziny mnoziny realnych ¢isel R:
Pro a,b € R, a < b, pouzivame oznaceni:
uzavieny interval (a,b) :={r € R; a <z <b},
otevieny interval (a,b) :={z € R; a <z <b},
polouzaviené intervaly (a,b) :={r € R; a <z <b},
.. zleva otevfeny, zprava uzavieny,
(a,b) :={r e R; a <z <b},
.. zleva uzavieny, zprava otevieny.
Ptritom ¢islo a se nazyva pocdtecni bod a ¢islo b koncovy bod intervalu.
VsSechny vyse uvedené intervaly jsou omezené intervaly.

Neomezené intervaly jsou
(a,40):={z €R; x> a},

(a,+00) :={r € R; = > a},
(—o0,b) :={x € R; = < b},
(—00,b) :=={z € R; z < b},

kde jsou a, b libovolna realna cisla.
Zapamatujme si, ze +00 ani —oo nejsou realna cisla, ale pouze matematické
symboly (tj. nepatii do R).

Poznamka:

Protoze pti ptfipomenuti ¢iselnych oboru bylo pouzito znac¢eni obvyklé z teorie
mnozin a vyrokového kalkulu, nasledujici odstavce doplni informace tykajici
se pravé tohoto v matematice bézné pouzivaného aparatu ke strucnému
zapisu vlastnosti objektu.

Vyroky

Vyrok je kazdé sdéleni, tvrzeni, u kterého lze jednoznacné rozhodnout, zda
je ¢i neni pravdivé.

Kazdému vyroku lze proto pritadit jedinou pravdivostni hodnotu, vyrok je
vzdy bud pravdivy, nebo nepravdivy.

Vyroky znac¢ime napt. V', Vi, V5.
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logickych spojek a prip. zavorek jako pomocnych znakt.

Zakladni logické spojky:

Negace vyroku =V, V, nonV
"neni pravda, ze V7, "neplati V", "ne...”

Konjunkce (logicky souécin) ViAVy, Vi&V,

Vi a zaroven V5”7, 7V; a soucasne V5”7, "V a téz Vo7, "V 1 VR”

Disjunkce (logicky soucet) ViV Vs,
”V1 nebo V4” (nevylucuje se pritom souc¢asnd platnost obou spojovanych vyroku)

Implikace Vi—=— VW,

7jestlize Vi, potom V57, 7z Vi plyne V57, V) implikuje V57, 7V; je postacujici

podminkou pro V5”7, ”V5 je nutnou podminkou pro V;”
Vyrok Vi se nazyvé predpoklad, vyrok Vy zavéer implikace (turzend).

Ekvivalence V<=V,
"Vy prave tehdy, kdyz V57, 7V tehdy a jen tehdy, kdyz V5”7, 7V} je ekviva-

” N

lentni s V5”7, ”V; je nutnd a postacujici podminka pro V5”

Tvrzeni vétsiny matematickych vét lze vystihnout pomoci tzv. kvantifiko-
vanych vyroku, jsou to obvykle slozené vyroky obsahujici kromé logickych
spojek navic jesté kvantifikatory:

1. Obecny kvantifikdtor VeeM:V(x)
"pro kazdy prvek z € M je pravdivy vyrok V(z) 7,
"pro libovolny prvek x € M plati vyrok V(z) 7,
"kazdy prvek x € M mé vlastnost V(z) ”

2. Ezxistencnd kvantifikator dx e M :V(x)
"existuje prvek x € M s vlastnosti V (z) 7,
"lze najit prvek x € M, pro ktery je pravdivy vyrok V(z)”

(a) specidlné: lzeM:V(x)
"existuje pravé jeden prvek z € M s vlastnosti V(x) ”



Mnoziny a operace s nimi

MnoZina ... soubor, shrnuti ruznych objektu; tyto objekty se nazyvaji prvky
mnoziny.

Zmacenti:

mnoziny - velkd pismena (napt. A, B, M, Q)
prvky mnoziny - mald pismena (napf. x, y, a;, as)
x € M ... objekt x je prvkem mnoziny M

y & M ... objekt y neni prvkem mnoziny M

Prdzdnd mnoZina je mnozina, ktera neobsahuje zadny prvek, znac¢ime ji
symboly ) nebo {}.

Necht dale A, B jsou libovolné mnoziny.
Rovnost mnozin A = B znamend, ze mnoziny A, B obsahuji tytéz prvky;
symbolicky zapsano

A=B < (r€c A& xeB).

Mmnozinovd inkluze A C B : mnozina A je podmnozinou mnoziny B, pokud
kazdy prvek mnoziny A je téz prvkem mnoziny B ; symbolicky

ACB <= (r€A=ux€B).

Pro libovolné dvé mnoziny A, B je zfejma platnost nésledujici ekvivalence:

A=B < (ACBABCA).

Mnozina A je vlastni podmnozinou mnoziny B (symbolicky zapis A C B),
pokud je A C B a existuje alespon jeden prvek b € B takovy, ze b ¢ A,
neboli

ACB < (ACBAA#B).

Poznamka:
Pro ¢iselné obory plati nasledujici mnozinové inkluze neboli ”vlastnosti byti
vlastni podmnozinou”:

NCNycZcQCR
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RcC

(redlnd ¢isla lze chépat jako komplexni ¢isla s nulovou imaginarni ¢asti).

Mnozinové operace:
Necht A, B jsou mnoziny (podmnoziny vhodné zakladn{ mnoziny U, zvané
téz univerzum).
Sjednoceni mnozin A a B je mnozina vSech prvku, které lezi alespon v jedné
z mnozin A, B:

AUB :={x;x € AVz e B}.

Prinik mnoZin A a B je mnozina takovych prvku, které jsou zaroven prvky
mnoziny A i mnoziny B:

ANB:={x;z € ANz € B}.

Rozdil mnozin A a B je tvoten prvky mnoziny A, které zaroven nejsou prvky
mnoziny B:

A\ B :={x;z € ANz & B}.

Doplnék mnoziny A tvori vSechny prvky zakladni mnoziny U, které nejsou
prvky mnoziny A, k definici této operace 1ze proto uzit rozdil mnozin:

A=A=—-A=U\A.

Plati-li pro dvé mnoziny X, Y, ze zadny prvek neni soucasné prvkem obou
téchto mnozin, tj.:
XNnY =490,

nazyvame je disjunktni mnoziny.

Poznamka:

Prikladem disjunktnich mnozin je mnozina vSech racionalnich ¢isel a mnozina
vsech iracionalnich éisel. Sjednocenim téchto dvou mnozin se ziskd mnozina
vSech realnych ¢isel R.

Kartézsky soucin mnozin A, B je mnozina (v8ech moznych) uspofadanych
dvojic (a,b) prvku a € A,b € B (prvni prvek je z prvni mnoziny, druhy



z mnoziny druhé):

Ax B :={(a,b); a € A,be B}.

Pozor! Kartézsky souc¢in mnozin obecné neni komutativni operace, tj.
zalezi na potradi nasobenych mnozin:

A X B # B x A pro neprazdné, ruzné mnoziny A, B.

Poznamka:
Pomoci kartézského soucinu mnoziny vSech redlnych ¢isel se sebou samou
ziskdme mnozinu

RxR={(ab); acR beR}

viech uspofddanych dvojic redlnych éisel, znaéime ji téz R2.
Podobné

R°=RxRxR={(a,bc); acR,bER, cc R}

je mnozina vSech usporadanych trojic redlnych cisel.

Maximum a minimum ¢iselné mnoziny, omezenost

Pfipomenme zde téz definice pojmu souvisejicich s omezenosti ¢iselnych mno-
zin, tedy vysvétleme si, co rozumime nejmensim, resp. nejvétsim prvkem
mnoziny, a kdy hovofime o mnoziné omezené.

Definice:
Necht M C R, M # 0, je neprazdnd ¢iselnd mnoZzina.
Rekneme, ze a € M je maximum (nejuétsi prvek) mnoziny M, jestlize plati:

VeeM: x<a;

piseme a = max M.



Definice:
Necht M C R, M # 0, je neprazdné ¢iselnd mnoZina.
Prvek b € M se nazyva minimum (nejmensi prvek) mnoziny M pravé tehdy,
kdyz plati:
Vee M: x>b;

piseme b = min M.

Definice:
Necht M je neprazdnd Eiselnd mnozina (M C R, M # ().
Rekneme, ze mnozina M je shora omezend, jestlize existuje redlné éislo ¢ € R
tak, ze plati:
Vee M: x<c;

¢islo ¢ s touto vlastnosti se nazyva horni mez (horni zavora) mnoziny M.

Rikdme déle, ze mnozina M je zdola omezend, pokud existuje redlné ¢islo
d € R takové, ze plati:
VeeM: x>d;

potom ¢islo d s touto vlastnosti se nazyvéa dolni mez (dolni zdvora) mnoziny

M.

Mnozina, ktera je zaroven omezend shora i zdola, se nazyva omezena mnozina.

Poznamka:
Kazd4 kone¢nd neprdzdnd mnozina M C R, M # (), je omezend, m4 maxi-
mum i minimum.

Poznamka:
Jsou-li a,b € R,a < b, plati pro omezené intervaly s pocatecnim bodem «a
a koncovym bodem b nasledujici tvrzeni:

e uzavieny interval (a,b) := {z € R;a < z < b} mad minimum a a maxi-
mum b

e polouzavieny interval (a,b) := {z € R;a < = < b} zleva otevieny,
zprava uzavieny, nema minimum neboli nejmensi prvek, ale ma maxi-
mum, tedy nejvétsi prvek, kterym je ¢islo b



e polouzavieny interval (a,b) := {x € R;a < z < b} zleva uzavieny,
zprava otevieny, ma nejmensi prvek - ¢islo a, ale nema nejveétsi prvek,
nema maximum

e otevieny interval (a,b) := {z € R;a < x < b}, nemd ani minimum,
anl maximum

Prilohy ke kapitole 0:

e Priiloha 0.1 Vyroky a mnoziny - rozsiteni
tabulky pravdivostnich hodnot logickych spojek, negace slozenych vyro-
ku a kvantifikovanych vyroku, priklady kvantifikovanych vyroku, zadani
mnozin, vlastnosti prazdné mnoziny, vlastnosti mnozinovych operaci,
poznamky ke kartézskému souc¢inu mnozin, mocnina mnoziny

e Pifloha 0.2 Ciselné mnoziny - rozsifen{
vlastnosti operaci s¢itani a ndsobeni realnych ¢isel, usporadani redlnych
¢isel a jeho vlastnosti, absolutni hodnota realného cisla a jeji vlastnosti;
komplexni ¢isla v algebraickém a goniometrickém tvaru, Gaussova ro-
vina komplexnich ¢isel, operace s komplexnimi ¢isly, Moivreova véta
a n-t4 odmocnina komplexniho ¢isla



