
Řešené př́ıklady z lineárńı algebry - část 4

Typové př́ıklady s řešeńım

Př́ıklad 4.1:
Určete všechna řešeńı soustavy rovnic

3x1 + 15x2 − 4x3 + x4 − x5 = −5 ,
x1 + 5x2 + 2x3 + x4 + 2x5 = 3 ,

−2x1 − 10x2 + 4x3 + 3x4 + 22x5 = −5 ,
−3x1 − 15x2 + 6x3 − 2x4 − 6x5 = 12 .

Řešeńı:
Soustavu lineárńıch algebraických rovnic budeme řešit Gaussovou eliminačńı
metodou. Rozš́ı̌renou matici soustavy uprav́ıme pomoćı řádkových elementár-
ńıch úprav na stupňovitý tvar.

[A|b] =


3 15 −4 1 −1 −5
1 5 2 1 2 3
−2 −10 4 3 22 −5
−3 −15 6 −2 −6 12

 ∼

∼


1 5 2 1 2 3
3 15 −4 1 −1 −5
−2 −10 4 3 22 −5
−3 −15 6 −2 −6 12

 ∼


1 5 2 1 2 3
0 0 −10 −2 −7 −14
0 0 8 5 26 1
0 0 12 1 0 21


Prvńı fázi úprav jsme začali výběrem vhodného pivotńıho prvku v prvńım
sloupci matice, je to č́ıslo 1 ve druhém řádku, proto nejprve vyměńıme prvńı
a druhý řádek matice. Dále budeme přič́ıtáńım vhodných násobk̊u pivotńıho
prvńıho řádku eliminovat prvńı neznámou ze zbylých řádk̊u, tj. k druhému
řádku přičteme (−3)-násobek, ke třet́ımu řádku 2-násobek a ke čtvrtému
řádku 3-násobek pivotńıho prvńıho řádku. Prvńı řádek tak splnil svoji roli
pivotńıho řádku v prvńı fázi úprav, při daľśıch úpravách rozš́ı̌rené matice
soustavy jej nebudeme použ́ıvat, proto jej budeme již pouze opisovat.
V daľśı fázi úprav se zaměř́ıme na třet́ı sloupec, žádné z č́ısel −10, 8, 12 ale
neńı vhodným pivotńım prvkem. Pivotńı prvek 2 dostaneme např. tak, že ke
druhému řádku přičteme řádek čtvrtý. Druhý řádek po této úpravě využijeme
jako pivotńı a ke třet́ımu řádku přičteme jeho (−4)-násobek a ke čtvrtému
řádku jeho (−6)-násobek. Takto źıskáme daľśı stupeň v požadovaném tvaru
matice:
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. . . ∼


1 5 2 1 2 3
0 0 2 −1 −7 7
0 0 8 5 26 1
0 0 12 1 0 21

 ∼


1 5 2 1 2 3
0 0 2 −1 −7 7
0 0 0 9 54 −27
0 0 0 7 42 −21



∼


1 5 2 1 2 3
0 0 2 −1 −7 7
0 0 0 1 6 −3
0 0 0 0 0 0


K źıskáńı konečného stupňovitého tvaru matice už stačilo pouze třet́ı řádek
vynásobit č́ıslem 1/9, resp. čtvrtý řádek č́ıslem 1/7. Oba takto upravené
řádky jsou shodné, proto přičteńım (-1) -násobku třet́ıho řádku ke čtvrtému
źıskáme řádek ze samých nul.
Ze stupňovitého tvaru matice vid́ıme, že hodnost matice soustavy A je stejná
jako hodnost rozš́ı̌rené matice [A|b] :

hod(A) = hod([A|b]) = 3.

Soustava splňuje Frobeniovu podmı́nku řešitelnosti, je řešitelná. Protože spo-
lečná hodnost obou matic je menš́ı než počet neznámých

hod(A) = 3 < n = 5,

má zadaná soustava nekonečně mnoho řešeńı.
Všechna řešeńı soustavy źıskáme tak, že k jednomu řešeńı soustavy A ·x = b
s pravou stranou b ( tzv. partikulárńı řešeńı) přičteme obecné řešeńı homo-
genńı soustavy A · x = 0 , která je určena stejnou matićı A a pravou stranu
má samozřejmě nulovou. Neboli

x = xN + xH .

Partikulárńı řešeńı xN soustavy s pravou stranou b urč́ıme jako řešeńı sou-
stavy, která odpov́ıdá stupňovitému tvaru matice, tj. jako řešeńı soustavy

x1 + 5x2 + 2x3 + x4 + 2x5 = 3 ,
2x3 − x4 − 7x5 = 7 ,

x4 + 6x5 = −3 .

Je zřejmé, že z jednotlivých rovnic se nejsnáze dopoč́ıtaj́ı neznámé, které
odpov́ıdaj́ı pivotńım prvk̊um, tedy vždy prvńı neznámé, zde to jsou x1, x3, x4.
Za zbylé dvě neznámé x2 a x5 lze dosadit libovolná č́ısla, nejčastěji se už́ıvá
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nula. Zvoĺıme-li x2 = 0 a x5 = 0, z třet́ı rovnice dostaneme x4 = −3, potom
z druhé rovnice vyplyne x3 = 2 a z prvńı rovnice nakonec x1 = 2. Tedy

xN = [2, 0, 2,−3, 0]T .

Ještě zbývá určit obecné řešeńı odpov́ıdaj́ıćı homogenńı soustavy

x1 + 5x2 + 2x3 + x4 + 2x5 = 0 ,
2x3 − x4 − 7x5 = 0 ,

x4 + 6x5 = 0 .

Vı́me, že všechna řešeńı homogenńı soustavy lineárńıch algebraických rovnic
tvoř́ı podprostor lineárńıho prostoru R5, jehož dimenzi určuje rozd́ıl mezi
počtem neznámých a hodnost́ı matice soustavy, tedy

n− hod(A) = 5− 3 = 2.

Potřebujeme proto určit dva prvky báze tohoto podprostoru, všechna řešeńı
homogenńı soustavy jsou potom jejich lineárńı kombinaćı. Podobně jako
v př́ıpadě partikulárńıho řešeńı xN budeme za dvě neznámé volit konkrétńı
č́ısla a zbylé tři neznámé dopoč́ıtáme. Aby hledaná řešeńı byla lineárně nezávis-
lá, neznámé budeme volit tak, aby jedna neznámá byla nenulová a ostatńı
nulové, přičemž u jednotlivých bázových řešeńı bude nenulová vždy jiná
neznámá, konkrétně pro naši soustavu urč́ıme řešeńı v1 volbou x2 = 1, x5 = 0
a řešeńı v2 volbou x2 = 0, x5 = 1, tj.

v1 = [., 1, ., ., 0]T ,v2 = [., 0, ., ., 1]T .

Zbylé neznámé v bázových řešeńıch v1,v2 dopoč́ıtáme analogicky jako u par-
tikulárńıho řešeńı, pouze nesmı́me zapomenout na nulovost pravé strany.
T́ımto zp̊usobem dostaneme

v1 = [−5, 1, 0, 0, 0]T ,v2 = [3, 0, 1/2,−6, 1]T .

V př́ıpadě řešeńı v2 lze vhodněǰśı volbou x2 = 0, x5 = 2 źıskat řešeńı celoč́ıselné,
tj.

v2 = [6, 0, 1,−12, 2]T .

Obecné řešeńı homogenńı soustavy je lineárńı kombinaćı právě určených
bázových řešeńı

xH = k1.v1 + k2.v2 = k1. [−5, 1, 0, 0, 0]T + k2. [6, 0, 1,−12, 2]T ,

kde k1, k2 jsou libovolná reálná č́ısla.
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Všechna řešeńı zadané soustavy źıskáme součtem partikulárńıho řešeńı xN

a obecného řešeńı odpov́ıdaj́ıćı homogenńı soustavy xH :

x = [2, 0, 2,−3, 0]T + k1. [−5, 1, 0, 0, 0]T + k2. [6, 0, 1,−12, 2]T ,

kde k1, k2 jsou libovolná reálná č́ısla.

Př́ıklad 4.2:
Určete všechny kořeny polynomu p(x) a napǐste rozklad polynomu p(x) na
součin kořenových činitel̊u a reálný rozklad polynomu p(x):

p(x) = 4x7 − 32x6 + 87x5 − 52x4 − 157x3 + 222x2 + 52x− 152.

Řešeńı:
Nejdř́ıve se pokuśıme naj́ıt všechny celoč́ıselné kořeny polynomu p(x). Vı́me,
že tyto kořeny muśı dělit absolutńı člen polynomu, tedy v našem př́ıpadě
koeficient a7 = −152 . Celými č́ısly, která mohou být kořeny zadaného poly-
nomu, jsou proto celoč́ıselńı dělitelé č́ısla −152, konkrétně č́ısla

±1,±2,±4,±8,±19,±38,±76,±152.

K ověřeńı, zda č́ıslo c je nebo neńı kořenem polynomu p(x) = a0.x
n+a1.x

n−1+
a2.x

n−2 + · · ·+ an−1.x+ an, použijeme Hornerovo schéma:

a0 a1 a2 a3 · · · an−1 an

c q0c q1c q2c · · · qn−2c qn−1c
q0 q1 q2 q3 · · · qn−1 r = p(c)

Hornerovo schéma nahrazuje děleńı polynomu p(x) polynomem prvńıho stup-
ně x− c, v posledńım řádku tabulky dostáváme koeficienty ”pod́ılu” těchto
polynomů a v posledńım sloupečku ještě zbytek, který je současně funkčńı
hodnotou p(c). Plat́ı tedy:

p(x) = (x− c).(q0.xn−1 + q1.x
n−2 + q2.x

n−3 + · · ·+ qn−2.x+ qn−1) + r.

Je-li č́ıslo c kořenem polynomu p(x), je zbytek r = p(c) = 0, polynom p(x)
proto umı́me rozložit na součin kořenového činitele x− c a polynomu

q0.x
n−1 + q1.x

n−2 + q2.x
n−3 + · · ·+ qn−2.x+ qn−1.

Do tabulky, kde sloupce odpov́ıdaj́ı jednotlivým mocninám proměnné x,
naṕı̌seme do prvńıho řádku všechny koeficienty polynomu p(x). Tabulku do-
plńıme nejdř́ıve pro č́ıslo c = 1:
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4 −32 87 −52 −157 222 52 −152
1 c.q0 c.q1 c.q2 c.q3 c.q4 c.q5 c.q6

q0 q1 q2 q3 q4 q5 q6 r = p(c)

Začneme t́ım, že v prvńım sloupečku naṕı̌seme q0 = 4, součet č́ısel ve dvou
řádćıch nad vodorovnou čárou se totiž muśı rovnat č́ıslu pod vodorovnou
čárou, zde ale neńı co přič́ıtat ke koeficientu a0. Pak již umı́me doprava
nahoru dopoč́ıtat c.q0 = 1.4 = 4.

4 −32 87 −52 −157 222 52 −152
1 4 c.q1 c.q2 c.q3 c.q4 c.q5 c.q6

4 q1 q2 q3 q4 q5 q6 r = p(c)

Koeficient q1 dostaneme součtem dvou č́ısel ve druhém sloupečku, která už
obě známe: q1 = a1 + c.q0 = −32 + 1.4 = −28, tedy:

4 −32 87 −52 −157 222 52 −152
1 4 c.q1 c.q2 c.q3 c.q4 c.q5 c.q6

4 −28 q2 q3 q4 q5 q6 r = p(c)

Analogickým postupem doplńıme celé Hornerovo schéma:

4 −32 87 −52 −157 222 52 −152
1 4 −28 59 7 −150 72 124

4 −28 59 7 −150 72 124 −28

Z této tabulky vid́ıme, že zbytek r = p(1) = −28 je nenulové č́ıslo, proto
č́ıslo c = 1 neńı kořenem polynomu p(x).
Jako daľśı vyzkouš́ıme č́ıslo c = −1, využijeme opět Hornerovo schéma.

4 −32 87 −52 −157 222 52 −152
−1 −4 36 −123 175 −18 −204 152

4 −36 123 −175 18 204 −152 0
−1 −4 40 −163 338 −356 152

4 −40 163 −338 356 −152 0
−1 −4 44 −207 545 −901

4 −44 207 −545 901 −1053

Pro č́ıslo −1 jsme použili tzv. opakované Hornerovo schéma. T́ım, že v prvńı
tabulce vyšel zbytek nulový, v́ıme, že č́ıslo −1 je kořenem polynomu p(x). My
ale potřebujeme zároveň zjistit, jakou má tento kořen násobnost. Proto po-
kračujeme v tabulce, pouze se ale zmenšuje počet sloupc̊u, s nimiž poč́ıtáme.
S opakováńım Hornerova schématu skonč́ıme, pokud dostaneme nenulový
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zbytek. V Hornerově schématu jsme dvakrát źıskali zbytek 0, potřet́ı již
bylo zbytkem nenulové č́ıslo. Proto je č́ıslo −1 dvojnásobným kořenem po-
lynomu p(x), a samotný polynom p(x) umı́me rozložit na součin př́ıslušného
kořenového činitele x−(−1) v druhé mocnině (mocnina vyjadřuje násobnost)
a polynomu p1(x), jehož koeficienty nalezneme v tom řádku tabulky, kde jsme
naposledy dostali nulový zbytek:

p(x) = (x+ 1)2.p1(x) =

= (x+ 1)2.(4x5 − 40x4 + 163x3 − 338x2 + 356x− 152).

Je zřejmé, že všechny daľśı kořeny polynomu p(x) muśı být již pouze kořeny
polynomu p1(x), proto daľśı Hornerovo schéma budeme poč́ıtat pro polynom
p1(x) a č́ıslo c = 2.

4 −40 163 −338 356 −152
2 8 −64 198 −280 152

4 −32 99 −140 76 0
2 8 −48 102 −76

4 −24 51 −38 0
2 8 −32 38

4 −16 19 0
2 8 −16

4 −8 3

Č́ıslo c = 2 je skutečně kořenem polynomu p1(x), a tedy i polynomu p(x) .
Protože jsme v opakovaném Hornerově schématu třikrát dostali zbytek nu-
lový, je č́ıslo 2 kořenem násobnosti 3. Polynom p(x) umı́me dále rozložit:

p(x) = (x+ 1)2.(x− 2)3.(4x2 − 16x+ 19).

Polynom p2(x) = 4x2 − 16x + 19, který se objevil v tomto rozkladu, má
absolutńı člen 19. Ze všech celých č́ısel, dělitel̊u p̊uvodńıho absolutńıho členu
−152, tak přicházej́ı v úvahu už pouze č́ısla ±19. To je též d̊uvod, proč
můžeme př́ıpadně vynechat posledńı část Hornerova schématu, kořen 2 již
neńı celoč́ıselným dělitelem absolutńıho členu 19, počtvrté již v opakovaném
Hornerově schématu pro c = 2 bude zbytek jistě nenulový.
Máme ještě naj́ıt zbylé dva kořeny - kořeny kvadratického polynomu p2(x) =
4x2 − 16x+ 19. K jejich určeńı využijeme známý vzorec pro výpočet kořen̊u
kvadratické rovnice

x1,2 =
16±

√
256− 304

8
= 2± i

√
48

8
= 2± i

√
3

2
.
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Známe již všechny kořeny polynomu p(x), můžeme proto napsat rozklad po-
lynomu na součin kořenových činitel̊u:

p(x) = 4.(x+ 1)2.(x− 2)3.

(
x− 2− i

√
3

2

)
.

(
x− 2 + i

√
3

2

)
.

Všimněme si předevš́ım, že rozklad polynomu zač́ıná konstantou 4, je to
koeficient a0 polynomu p(x), který muśı v rozkladu figurovat před součinem
jednotlivých kořenových činitel̊u x− ci.
Reálný rozklad polynomu p(x) źıskáme tak, že pronásob́ıme kořenové činitele
odpov́ıdaj́ıćı dvojici komplexně sdružených kořen̊u, každé takové dvojici koře-
n̊u v reálném rozkladu odpov́ıdá kvadratický výraz s reálnými koeficienty:

p(x) = 4.(x+ 1)2.(x− 2)3.
(
x2 − 4x+

19

4

)
.

Př́ıklad 4.3:
Je dána matice

A =

 −7 1 7
0 −6 3
−1 1 −2

 .

1. Určete vlastńı č́ısla matice A. Určete vlastńı vektory př́ıslušné k jed-
notlivým vlastńım č́ısl̊um matice A.

2. K matici A určete Jordan̊uv kanonický tvar J a matici T, pro kterou
plat́ı A = TJT−1.

3. Výpočtem součinu TJT−1 ověřte platnost vztahu A = TJT−1.

Řešeńı:

1. Hledáme-li vlastńı č́ısla matice A řádu n, hledáme takové hodnoty λ,
pro které se součin s nějakým nenulovým vektorem z prostoru Rn

rovná součinu matice A a téhož vektoru:

∃x ∈ Rn,x 6= 0 : λ.x = A.x

Pokud do levé strany rovnosti přidáme před vektor x jednotkovou ma-
tici I řádu n, nic se nezměńı: λ.I.x = A.x . Pak můžeme tuto rovnost
ještě přepsat do tvaru

(λ.I−A)x = 0,
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což je maticový zápis homogenńı soustavy lineárńıch algebraických rov-
nic. My požadujeme, aby tato soustava měla nenulová řešeńı, to na-
stane pouze v př́ıpadě, kdy homogenńı soustava má nekonečně mnoho
řešeńıch. Matice λ.I−A této soustavy tedy muśı být singulárńı, proto
jej́ı determinant se muśı rovnat nule. Protože determinant det(λI −
A) = ϕ(λ) je polynom stupně n v proměnné λ, nazýváme jej charak-
teristický polynom matice A. Hledaná vlastńı č́ısla jsou právě všechny
kořeny charakteristického polynomu

ϕ(λ) = det(λI−A).

Vlastńı vektor př́ıslušný k vlastńımu č́ıslu λ je potom každý nenu-
lový vektor x, pro který plat́ı rovnost (λ.I − A)x = 0. Libovolné
nenulové řešeńı soustavy (λ.I − A)x = 0 je tedy hledaným vlastńım
vektorem k vlastńımu č́ıslu λ. Protože všechna řešeńı homogenńı sou-
stavy lineárńıch algebraických rovnic tvoř́ı podprostor, stač́ı určit jednu
jeho bázi, tj. naj́ıt lineárně nezávislé generátory tohoto podprostoru.
Všechny vlastńı vektory lze pak źıskat jako netriviálńı lineárńı kom-
binace těchto bázových prvk̊u. Je přitom zvykem označovat názvem
vlastńı vektory právě jen tyto lineárně nezávislé generátory.

Vrat’me se tedy k zadané matici A. Nejdř́ıve vypoč́ıtáme charakteris-
tický polynom

ϕ(λ) = det(λI−A) = det

 λ+ 7 −1 −7
0 λ+ 6 −3
1 −1 λ+ 2

 .
Uvědomme si, že nás zaj́ımaj́ı předevš́ım kořeny tohoto polynomu,
proto je vhodné snažit se již při výpočtu determinantu źıskat rov-
nou rozklad na kořenové činitele tohoto polynomu. My proto můžeme
např. ke druhému sloupci přič́ıst 1-násobek pivotńıho prvńıho sloupce,
t́ım źıskáme ve druhém sloupci jeden nulový prvek a dvakrát výraz
λ + 6, který v daľśım kroku z determinantu vytkneme. Než uděláme
rozvoj determinantu podle druhého sloupce, ještě přičteme k prvńımu
řádku (−1)-násobek druhého řádku. Dı́ky této úpravě zbyde ve druhém
sloupci pouze jediné nenulové č́ıslo.

ϕ(λ) = det

 λ+ 7 λ+ 6 −7
0 λ+ 6 −3
1 0 λ+ 2

 =

= (λ+6). det

 λ+ 7 1 −7
0 1 −3
1 0 λ+ 2

 = (λ+6). det

 λ+ 7 0 −4
0 1 −3
1 0 λ+ 2

 =
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= (λ+ 6).1.(−1)2+2. det

[
λ+ 7 −4

1 λ+ 2

]
=

= (λ+ 6).[λ2 + 9λ+ 18] = (λ+ 6)2.(λ+ 3)

Př́ımo z vyjádřeńı determinantu ve tvaru součinu kořenových činitel̊u
snadno urč́ıme vlastńı č́ısla: λ1,2 = −6, λ3 = −3.

Nyńı určeme vlastńı vektory k dvojnásobnému vlastńımu č́ıslu λ1,2 =
−6. Hledáme nenulová řešeńı homogenńı soustavy lineárńıch algebraic-
kých rovnic ((−6)I − A)x = 0, matici soustavy převedeme pomoćı
řádkových elementárńıch úprav na stupňovitý tvar.

(−6)I−A =

 1 −1 −7
0 0 −3
1 −1 −4

 ∼
 1 −1 −4

0 0 1
0 0 −3

 ∼
 1 −1 −4

0 0 1
0 0 0


Rozd́ıl mezi řádem matice ((−6)I−A) a jej́ı hodnost́ı je dimenźı pod-
prostoru všech řešeńı homogenńı soustavy, zde konkrétně je to n −
hod((−6)I −A) = 3 − 2 = 1. Stač́ı tedy určit jediné nenulové řešeńı,
např. v1 = [1, 1, 0]T , všechny ostatńı vlastńı vektory k vlastńımu č́ıslu
λ1,2 = −6 jsou jeho nenulové násobky.

Vlastńı vektor k vlastńımu č́ıslu λ3 = −3 urč́ıme analogicky jako řešeńı
soustavy ((−3)I −A)x = 0. Matici soustavy uprav́ıme na stupňovitý
tvar:

(−3)I−A =

 4 −1 −7
0 3 −3
1 −1 −1

 ∼
 1 −1 −1

0 1 −1
0 3 −3

 ∼
 1 −1 −1

0 1 −1
0 0 0


Rozd́ıl n−hod((−3)I−A) = 3−2 = 1 nám pouze potvrdil známý fakt,
že vlastńı vektory k jednonásobnému vlastńımu č́ıslu muśı vždy být
prvky z jednodimenzionálńıho podprostoru. Za vlastńı vektor k vlastńı-
mu č́ıslu λ3 = −3 vyberme např. v3 = [2, 1, 1]T , vlastńım vektorem je
i jeho libovolný nenulový násobek.

2. Jordan̊uv kanonický tvar matice A je matice J podobná matici A, která
je v jistém smyslu ”nejjednodušš́ı”, a sice má co možná nejv́ıce nulových
prvk̊u. Aby byly matice A a J podobné, muśı existovat regulárńı matice
T taková, že plat́ı A = TJT−1.

Nejjednodušš́ı je situace v př́ıpadě, kdy má matice A (řádu n ) n r̊uzných
vlastńıch č́ısel. Potom je matice J diagonálńı, vlastńı č́ısla naṕı̌seme na
diagonálu: J = diag[λ1, λ2, . . . , λn], a matice T se po sloupćıch skládá
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z př́ıslušných vlastńıch vektor̊u vi k jednotlivým vlastńım č́ısl̊um λi (sa-
mozřejmě muśıme dodržet pořad́ı odpov́ıdaj́ıćı pořad́ı vlastńıch č́ısel na
diagonále matice J): T = [v1|v2| . . . |vn].

V našem zadáńı je ale vlastńı č́ıslo λ1,2 = −6 dvojnásobné. Obecně pro
v́ıcenásobná vlastńı č́ısla muśıme vždy určit počet tzv. Jordanových
blok̊u (či Jordanových poĺı), která př́ısluš́ı tomuto vlastńımu č́ıslu.
Počet Jordanových blok̊u k vlastńımu č́ıslu λi matice A je rozd́ıl n −
hod(λiI −A), kde n je řád matice A a hodnost matice λiI −A jsme
již určili při hledáńı vlastńıch vektor̊u k vlastńımu č́ıslu λi. Jordan̊uv
blok velikosti k je část matice o k řádćıch a k sloupćıch, kde vlastńı
č́ıslo vyplńı hlavńı diagonálu a prvńı ”rovnoběžka” nad ńı je vyplněna
jedničkami, ostatńı prvky jsou nulové:

Jk =

λi 1 0 · · · · · · 0 0
0 λi 1 · · · · · · 0 0
0 0 λi · · · · · · 0 0
...

...
...

. . . . . .
...

...
0 0 0 · · · · · · 1 0
0 0 0 · · · · · · λi 1
0 0 0 · · · · · · 0 λi

V matici J pak na diagonálu skládáme právě Jordanovy bloky. (Jed-
nonásobným vlastńım č́ısl̊um př́ısluš́ı vždy Jordanovy bloky velikosti 1,
což odpov́ıdá tomu, co již bylo řečeno výše.)

Vrat’me se nyńı k našemu zadáńı a určeme, kolik Jordanových blok̊u
bude př́ıslušet dvojnásobnému vlastńımu č́ıslu λ1,2 = −6. Protože rozd́ıl
n − hod((−6)I − A) = 3 − 2 = 1, př́ısluš́ı vlastńımu č́ıslu λ1,2 = −6
jeden Jordan̊uv blok. Jordan̊uv kanonický tvar J matice A tedy nebude
matice diagonálńı, ale:

J =

 −6 1 0
0 −6 0
0 0 −3

 .

Matice T, tzv. matice přechodu, se v nejjednodušš́ım př́ıpadě n r̊uzných
vlastńıch č́ısel skládá z př́ıslušných vlastńıch vektor̊u jako sloupc̊u. My
ale máme k dispozici pouze jeden lineárně nezávislý vlastńı vektor
v1 = [1, 1, 0]T k dvojnásobnému vlastńımu č́ıslu λ1,2 = −6. Muśıme
proto určit tzv. zobecněný vlastńı vektor k vlastńımu č́ıslu λ1,2 = −6.
Zobecněný vlastńı vektor v2 hledáme jako jedno řešeńı nehomogenńı
soustavy lineárńıch algebraických rovnic s matićı soustavy λ1,2.I−A =
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(−6).I − A a sloupcem pravých stran −v1 (Pozor, nezapomeňte na
znaménko minus!):

((−6).I−A)x = −v1

K nalezeńı řešeńı využijeme Gaussovu eliminačńı metodu.

[(−6)I−A| − v1] =

 1 −1 −7 −1
0 0 −3 −1
1 −1 −4 0

 ∼
 1 −1 −4 0

0 0 −3 −1
0 0 −3 −1

 ∼

∼

 1 −1 −4 0
0 0 3 1
0 0 0 0


Tato nehomogenńı soustava má samozřejmě nekonečně mnoho řešeńıch,
nám ale stač́ı vybrat si kteroukoliv uspořádanou trojici reálných č́ısel,
která bude jej́ım řešeńım, např́ıklad v2 = [1,−1

3
, 1

3
]T .

Matice T potom bude mı́t za prvńı dva sloupce vlastńı vektor v1 a zo-
becněný vlastńı vektor v2 př́ıslušné k vlastńımu č́ıslu λ1,2 = −6, třet́ım
sloupcem matice T je vlastńı vektor v3 př́ıslušný k vlastńımu č́ıslu
λ3 = −3:

T =


1 1 2

1 −1
3

1

0 1
3

1

 .

Poznámka:
Obecně se může samozřejmě stát, že Jordan̊uv blok př́ıslušný k v́ıcená-
sobnému vlastńımu č́ıslu λi má větš́ı velikost než dvě, tj. že do jedné
části matice T potřebujeme v́ıce sloupc̊u než dva. V tomto př́ıpadě
určujeme tzv. řetězec zobecněných vlastńıch vektor̊u k vlastńımu č́ıslu
λi. Prvńı zobecněný vlastńı vektor v2 nalezneme jako jedno řešeńı
nehomogenńı soustavy (λi.I − A)x = −v1, daľśı zobecněný vlastńı
vektor v3 určujeme jako řešeńı hehomogenńı soustavy (λi.I − A)x =
−v2, zobecněný vlastńı vektor v4 je řešeńım nehomogenńı soustavy
(λi.I−A)x = −v3, atd. T́ımto zp̊usobem urč́ıme řetězec zobecněných
vlastńıch vektor̊u potřebné délky.

Poznámka:
Zv́ıdavého studenta již určitě napadla otázka, jak poznáme počet Jodra-
nových blok̊u, př́ıpadně i jejich velikost v př́ıpadě, kdy se jedná o v́ıcená-
sobné vlastńı č́ıslo λi násobnosti větš́ı než tři v matici A (řádu větš́ıho
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než tři). Pak už informace pouze o počtu př́ıslušných Jordanových blok̊u
(velikosti alespoň jedna) nemuśı stačit. V této situaci spoč́ıtáme dru-
hou mocninu (λi.I−A)2 matice λi.I−A, urč́ıme jej́ı hodnost a právě
rozd́ıl hodnost́ı

hod(λi.I−A)− hod((λi.I−A)2)

udává počet Jordanových blok̊u velikosti alespoň 2, podobně můžeme
počet Jordanových blok̊u velikosti alespoň 3 poznat z rozd́ılu

hod((λi.I−A)2)− hod((λi.I−A)3),

a př́ıpadně pokračovat dále analogicky. Jordan̊uv kanonický tvar J dané
matice A je tedy vždy určen jednoznačně.

3. K vyřešeńı posledńıho úkolu v př́ıkladu potřebujeme určit ještě matici
T−1 inverzńı k matici podobnosti T. Užijeme např. výpočet pomoćı
determinant̊u, tj. pomoćı adjungované matice k matici T. Determinant
det T urč́ıme např. užit́ım Sarrusova pravidla:

det T = det


1 1 2

1 −1
3

1

0 1
3

1

 = −1

3
+ 0 +

2

3
− 0− 1

3
− 1 = −1.

Adjungovanou matićı TA k matici T je transponovaná matice k matici
algebraických doplňk̊u. Snadno tedy dopoč́ıtáme inverzńı matici T−1:

T−1 =
1

det T
.TA =

1

−1
.


−2

3
−1

3
5
3

−1 1 1

1
3
−1

3
−4

3

 =
1

3
.

 2 1 −5
3 −3 −3
−1 1 4

 .

Protože již známe i matici T−1, vypoč́ıtáme požadovaný součin

TJT−1 =


1 1 2

1 −1
3

1

0 1
3

1

 .
 −6 1 0

0 −6 0
0 0 −3

 .T−1 =

=

 −6 −5 −6
−6 3 −3

0 −2 −3

 .1
3
.

 2 1 −5
3 −3 −3
−1 1 4

 =
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=
1

3
.

 −21 3 21
0 −18 9
−3 3 −6

 =

 −7 1 7
0 −6 3
−1 1 −2

 = A.

Vynásobeńım matic T.J.T−1 jsme ověřili platnost vztahu A = TJT−1.
Je to pro nás i kontrola, že jsme tento př́ıklad vyřešili bez numerických
či jiných chyb.
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