Limita funkce
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Obr.1
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Piiklad 1: Je dana funkce f(x) = > Je tato funkce rovna funkci g(x) = x + 2? Ne,

funkce f, g si nejsou rovny (nemaji stejny defini¢ni obor). Vzhledem k tomu, Ze funkce f neni
definovana v bodé x = 2 (viz obr. 1 — na grafu ,,vypadl* ¢ern¢ vyznaceny bod) by nas mohlo
zajimat, co se S funkénimi hodnotami stane, kdyZ se budeme ,,bliZit* k ¢islu X = 2. Je napf.
f(1) =3, 1(3) =5, (1,9) = 3,9, f(2,1) = 4,1, f(1,99) = 3,99 atd. Zda se tedy, ze pokud se x blizi

2 —
k ¢islu 2, blizi se funkéni hodnoty f(X) k Cislu 4. Tuto okolnost zapisujeme lim X -4 4 a

x->2 X —2

hovotime o vlastni limité (protoZze se rovna redlnému cislu) ve vlastnim bodé (protoze je

pocitana v bod¢ 2, coz je redlné ¢islo). Tento pojem je nutno definovat obecné.

Definice 1 (vlastni limita ve vlastnim bod&): Rikame, Ze funkce f ma v bodé ¢ € R

limitu b eR a piseme lim f (x)=b e R, jestlize ke kazdému kladnému &islu & > 0 existuje

X—C
takové kladné ¢islo & > 0, Ze pro vSechna x € (C—93,Cc+3),Xx#cplatif(x) e (b—e,b+¢).
Poznamka:
Podminku x € (C — 8, € + 3), X # C lze piepsat napf. jako C — 3 <X < C + 9§, X # C.
Znazornéte — hovotfime o prstencovém (redukovaném) 6 — okoli bodu c. Je také mozno

napsat pomoci absolutni hodnoty: 0 < |X — C| <J.
Je také mozné piepsat podminku f(x) € (b —¢&, b + € ) jako b — & <f(x) < b + &€ nebo téz

pomoci absolutni hodnoty: ‘ f(x)- b‘ <e.



V tvodnim piikladu jsme si vS§imli, Ze existence limity a jeji hodnota viibec nezavisi na
tom, zda a jak je funkce definovana v bod¢ X = 2. Obecné zaleZi jen na chovani funkce f

V jistém redukovaném okoli bodu ¢. Rikame, Ze limita je lokalni vlastnost funkce.

Priklad 2: Vratme se k piikladu 1 a volme ¢ = 1 (kreslete!). Naleznéte odpovidajici
0>0. Totézproe=0,1, &=0,05 atd.
Vyjde d=1,8=0,1, 6=0,05, obecné v ptikladu 1 plati 6 = €.

sin( x
Piiklad 3: Podobna situace jako v piikladu 1 nastava i u funkce f(x) = ( )

(viz obr. 2). Tato funkce neni definovana v bod¢ x = 0 (Cerveny bod), ale ma tu vlastnost, ze

Iimsin(x)
x—0 X

= 1. Dulezita limita!
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Dale bychom byli ochotni fici, Ze pro X — oo a také pro X — — o se funkce

sin(x) ' _sin(x) _sin(x) L
f(x) = ———= blizi k nule. Psali bychom lim————= =0, lim ——= = 0. Jenze tady jde jiz
X

X—>00 X X—>— © X

o vlastni limity funkce v nevlastnich bodech oo, — . Uved’'me jednodussi ptiklad.

.1 .
Piiklad 4: lim — = 0. Tento vysledek je ve shod¢ s tim, co vime o posloupnostech.

X—>0 X
y o y y , 1
Pro vSechna € > 0 existuje Xo € R tak, Ze pro vSechnax € R, x>xoplati—e < — <eg
X

(na obr. 3 je voleno € = 0,2). Nahlizime, Ze nyni je Xo = 5: pro X > 5 se jiz graf funkce

y = — nachazi uvnitf vybarvené oblasti:
X
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Definice 2 (vlastni limita v nevlastnim bod¢): Rikdme, Ze funkce f méa v bodé oo (resp.

—o0) limitub € R, jestlize ke kazdému kladnému ¢islu € > 0 existuje takové kladné ¢islo Xo,

ze pro vSechna X > Xo (resp. X < Xo) platif(x) e (b—¢e,b+¢),tfj.b—e<f(xX) <b+e.

Definice 3 (nevlastni limita ve vlastnim bod¢): Rikdme, e funkce f ma v bodg ¢

60 |

limitu oo (resp. — o), jestlize ke kazdému kladnému ¢islu K > 0 (resp. ke kazdému zapornému
k < 0) existuje takové kladné Cislo d, ze pro vSechna X € (C — §, C + 9), X # ¢ plati f(x) > K

(f(x) < k).

110 105

x=0 X

05

|imi2 =0 & VK>0 35>0 Vxe(-6,5), x# 0 plati % > K.

10 Obr. 4



Kdybychom napi. vzali K =25, pro ktera X € R by platilo iz> 25 ? Rovnost iz =25
X X

1 1 11 .
nastdva pro X, = * £ a — > 25 plati pro X € (—g, gj, X # 0. Tedy muzeme polozit
X

1
d==.
5
Definice 4 (nevlastni limita v nevlastnim bod¢):

lim f(x) =00 < VK>0 3x, Vx<Xx, plati f(x) > K.

X—>— o
Dalsi ptipady sami!

Priklad: Je lim x* = o < VK>0 3x, Vx<x, plati xX* > K. Napt. pro K = 1

bychom mohli volit xo = -1, pro K = 100 zase Xo = ~\10.

Definice 4 (jednostranné limity):

a) Rekneme, Ze funkce f ma vbodé ¢ € R limitu zprava rovnu b € R, jestlize ke
kazdému kladnému € > 0 existuje takové 6 > 0, ze pro vSechna X € (C, ¢ + d) plati

b-e< f(X)<b+e.

Zapisujeme lim f (x) =b.

X—C+

b) lim f (x) =b analogicky sami. Podobné& pro nevlastni limity zleva (zprava).

X—>C—

wr - 1 - 1
Priklad: Je lim = = —oo, lim = = 0!
x—=>0- X x>0+ X

y
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Véta: Oboustranna limita lim f (x) funkce f v bodé ¢ € R existuje pravé tehdy, kdyz

X—C

existuji obé jednostranné limity lim f (x), lim f (x)a jsou si rovny.

X—>C— X—>C+

Véty o limitach funkci

Véta 1: Existuje i lim f (x) =b € R, pak je jedina.

X—a

Véta 2: Maji —li funkce f, g limitu vbodé a aje—li limf(x) =b e R, limg(x) =c e

X—a X—a

R, potom maji v bod¢ a limitu i funkce dané rovnicemi y = f(x) + g(x), y = f(x).g(X) a plati

a) lim(f(x)+g(x)) =b+c,

X—a

b) lim(f (x).g(x)) =b.c.
f(x)
9(x)

Je —linavic ¢ # 0, ma v bod¢ a limitu i funkce dana rovniciy =

a plati

o lim %)
x—a g(x

b
.

N—"

Poznamka: Tvrzeni a), b) véty Ize zobecnit i na vice Clentl.

. 2t°4+3t2 -5t . XX
Priklad: Vypoctéte a) lim——, b) lim———.
t—0 5t x—>-1 3(X2 _1)
. . 2t° +3t7 -5t
Reseni: a) Na vypocet Itlrg# nemuZeme uZit tvrzeni c) predchozi véty,

3 2 2
nebot’ limita jmenovatele je rovna nule. Ale pro kazdé t = 0 je 2 +:: 3t - 2 +53t > a

2t° +3t° -5t

protoze limita zavisi na chovani funkce v prstencovém okoli bodu 0, je lim -
t—0

. 2t°+3t-5
lim——— =

t—0

=2-
5
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b) Opét nelze pfimo uzit ,,vétu limité podilu“, nebot’ dostdvame neurcity vyraz ,,6‘.

Upravujme tedy limitovany vyraz: Iimﬂ = Iimx(x—ﬂ) = IimL =
pravul Y YO hshet) T ens(x-n) (x4l o3(x-1)

-1
3.(-2) 6
Véta 3: Jestlize pro vSechna X z jistého okoli (C — a, ¢ + a), X # ¢ plati f(X) < g(x) a

existuji limity lim f (X) —ae R, Iimg(x) =be R,paka<h.

Ale pozor, pokud plati pro funkce f, g ostra nerovnost, pak mutze limitovanim piejit

vrovnost. Kupt. je 1 — x> < 1 + x* pro vSechna X # 0. Pfitom ale lin(}(l - Xz) =1,
x—

Iim(l + xz) =1.

x—0

Véta 4 (o limite seviené funkce): Jestlize pro vSechna X z jistého okoli (C—a, C+ a), X #C

plati f(x) < g(x) < h(x) a existuji limity lim f (X) = lim h(X) =a e R, pak existuje také limita

X—C

limg(x) aplati limg(x) =a.

X—C

Poznamenejme, ze uvedené véty plati rovnéZ pro jednostranné limity a pro limity
Vv nevlastnich bodech. Jejich modifikaci ponechame ctenafi. Nasledujici vétu 5 vyslovime

kupft. pro limity zprava. Ur€itou modifikaci véty 4 vyteSime nasledujici ptiklad (viz obr. 6).

y
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. sin(x .
Priklad: UkaZzeme, ze lim —() = 0. Pro vSechna x € R plati -1 < sin x < 1, odtud

X—> © X
. o .1 sin(x 1 : 1 _ .1
dostavame vydé¢lenim X > 0 nerovnosti —— < ( ) <=.Je lim -==1lim= =0, a
X X X X—>00 X X—)oox
e, oo o Sin(x)
proto podle véty limité seviené funkce téz lim———= =0.

X—00 X

Z faktu, ze funkce ma v jistém bod¢ nenulovou limitu, lze néco usoudit o znaménku

funkce v jistém okoli toho bodu. Vyslovme odpovidajici tvrzeni napt. pro jednostranné limity.

Véta 5: a) Jestlize lim f(x) =a € R, a> 0, pak existuje pravé okoli (c, ¢ + 8) bodu ¢

X—>C+

tak, Ze f(X) > 0 pro vSechna X z tohoto okoli.

b) Jestlize lim f(x) =a e R, a <0, pak existuje levé okoli (¢ — 8, ¢) bodu ¢ tak, Ze

X—C—

f(X) < 0 pro vSechna X z tohoto okoli.

Véta 6 (0 limité sloZzené funkce):

Bud'te ¢, d, k redlna ¢&isla.

Necht’ lim g(x) =d (1)

a necht’ Iing f(y) = k. (@)
y—>

Necht existuje a > 0 takové, Ze pro vSechna X € (C — a, C + o), X # C plati

g(x) = d. 3
Potom IXLnJ f(g(x)) =k.

Poznamka 1: Nasledujici priklad ukazuje, ze pfedpoklad (3) nelze vynechat.
Piiklad: Necht' pro vSechna x € R je g(x) = 0, dale budiz f(y) =10 proy = 0, f(0) = 0.
Pak pro vSechna x € R je f (g(x)) = 0 a tato konstantni funkce ma dokonce v kterémkoli bodé

limitu 0, tedy téz IXI_rE f (g (X)) =0.
Povrchni ,uZiti* pfedchozi véty bez predpokladu (3) by vedlo k chybé: limg (x) =0, .

=0 h = i = el
d=0; !,'LT(} f(y) =10, leirgf(g(x)) 10%!!



Spojitost funkce v bodé

Definice: Rekneme, Ze funkce f je spojita v bod€ a, jestlize lim f (x) = f (a).

Komentar: Aby mohla byt splnéna podminka z definice, musi jednak existovat limita
funkce v bod¢ a, jednak funkéni hodnota f (a) — tedy funkce f musi byt definovana v bodé a a

V jistém jeho okoli.
Definice: Rekneme, Ze funkce f je v bod€ a spojité zprava, jestlize lim f(x) = f (a).

Obdobné fekneme, Ze funkcee f je v bod¢ a spojita zleva, jestlize lim f(x) =f (a).

Definice: Necht f je funkce definovana v jistém prstencovém okoli bodu a.

a) Necht’ lim f(x) = lim f(x) e R a necht f (a) bud neexistuje, nebo neni rovna spole¢né

X—a— X—a+

hodnot¢ obou limit. Pak fikame, Ze bod X = a je bodem odstranitelné nespojitosti funkce f.

b) Necht’ existuji ob¢ jednostranné limity lim f(x) =b € R, limf(x) =c e R a

nejsou si rovny. Pak fikame, Ze bod x = a je bodem nespojitosti 1. druhu funkce f. Funkce f

zde ma skok ¢ —b.

c¢) Pokud alesponi jedna z jednostrannych limit neexistuje, nebo aspoil jedna je nevlastni,

pak fikame, ze bod x = a je bodem nespojitosti 2. druhu funkce f.

Na obr. 7 je znazornén graf funkce y = sgn X (pfipomenme, Ze tato funkce (signum —
znaménko) piifazuje kazdému ¢islu x < 0 hodnotu —1, ¢islu 0 hodnotu 0, kazdému ¢islu x > 0

hodnotu 1. Tato funkce neni spojita v bodé 0, nebot’ lim sgn x = -1, lim sgn x = 1. Bod

x—0-

X =0 je bodem nespojitosti prvniho druhu se skokem 2.

y

y! Sgnx
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Spojitost funkce f v bodé a se definovala s vyuzitim limity. Proto ziskavame snadno
nasledujici vétu.

Véta 1' (dusledek V 1 pro limitu funkce):

Necht’ funkce f, g jsou spojité v bodé a. Pak jsou v bodé a spojité i funkce dané
rovnicemi y =f (x) + g(x), y = f (xX) — 9(x), y = f (X).g(x) a pokud je navic g(a) = 0, je v bod¢ a

9(x)

spojita i funkce y =

Piiklad: Konstantni funkce a funkce y = X jsou zfejmé spojité v kazdém bodé ac R .

Vzhledem k tomu se snadno nahlédne, Ze polynom (tj. funkce f (X) = an X" + an1 X" + ...+ aix

P(x)

+ ap) je funkci spojitou v kazdém bodé€. Racionalni lomena funkce r(x) = ——=, kde P(x),

Q(x)

Q(X) jsou polynomy, je spojita v kazdém bod¢é kromé téch, v nichz je jmenovatel roven nule.

Véta (o spojitosti sloZzené funkce): Je —li funkce g spojita v bodé xo a funkce f spojita

Vv bodé€ 7o = g(Xo), je slozena funkce y = f (g(X)) spojita v bodé Xo.

Véta: Funkce y =sin x ay = c0s X jsou spojité v kazdém bodé.

Disledek: Funkce y =tg x a y = cotg X jsou spojité v kazdém bodé svého defini¢niho
oboru, tj. funkce y = tg X je spojita v kazdém bod¢ x = (2k + 1)% , funkce y = cotg X je spojita
Vv kazdém bodé x = k 7, kde k je celé cislo.

Véta: Funkce y = e* je spojita v kazdém bodé x € R .

Definice: Jestlize je funkce f spojita v kazdém bod¢ néjakého intervalu J, fikame, Ze je
spojita v intervalu J.

Poznamka: Patii —li k intervalu J néktery z jeho krajnich bodi, pak ovSem spojitosti
funkce f vtomto bod¢ rozumime piislusnou jednostrannou spojitost (tj. spojitost zleva ¢i
zprava podle polohy uvazovaného bodu). Tedy napi. f je spojita v (a, b), jestlize je spojita

kazdém vnitinim bodé tohoto intervalu a navic v bodé a zprava, v bodé b zleva.



X—8

Priklad: Je dana funkce f (X) = e ¥ . UrCete body nespojitosti této funkce a jejich typ.

y

0.8}

0.6}

0.4} yl enN X 8 x2

0.2
‘ ‘ ‘ ‘ : X
6 | 4 2 2 4 6

.4 v r W . LRA r X
ReSeni: Jde o slozenou funkci: vnitini funkce h: z =

— Je racionalni lomena, vnéjsi
X
X—8

funkce g: y = e* je exponencialni. Funkce h (x) = 2

je definovéna a spojita v kazdém bod¢

X # 0, vn&jsi funkce g je spojita v kazdém bod¢ z. Je tedy slozena funkce f spojitad v kazdém

bod¢ x # 0. Jedinym bodem nespojitosti je bod X = 0. Vypocteme jednostranné limity

x-8 x-8
lim e, lim e*
x—0 - x—0 +
X—8 x-8 x-8
Je lim —— =—o0, lim eX =0aobdobné¢ lim ex =0.To znamena, ze bod x =0 je
x—=0 - X x—0 — x—0 +

bodem odstranitelné nespojitosti.

Véta (spojitost inverzni funkce): Je —li funkce f spojitd a ryze monotonni v jistém
intervalu J, pak funkce g, inverzni k funkci f, je spojitd v kazdém bodé svého defini¢niho

oboru.

Piiklad: Funkce y = €* je spojita a ostie rostouci v (— oo, ), ktery zobrazuje na (0, ).

Inverzni funkce y = In X je spojita kazdém bod¢ intervalu (0, o).
Véta (o nulové hodnoté spojité funkce): Necht' funkce f je spojitd v (a, b) a funkéni

hodnoty f(a), f(b) maji opa¢na znaménka (tj. soucin f(a) . f(b) < 0). Potom existuje alesponi

jeden bod ¢ € (a, b) tak, ze f(c) = 0.

10



Disledek (fesitelnost rovnic y =f (x) ):
Necht’ f je spojita v(a, b), f(a) # f(b) ay lezi mezi f(a), f(b). Potom existuje Xo € (a, b)
tak, ze Xo je feSenim rovnice y = f (X).

Priklad: Ukazte, ze rovnice X> — 7 X + 5 = 0 m4 jeden kofen v intervalu (0, 1) a urdete

tento kofen na dv¢ platné Cislice.

ReSeni: Funkce f(x) = x* — 7 x + 5 je spojitd v (0, 1) - jde o polynom, tj. funkci
spojitou v kazdém bodé. Dale f(0) = 5, f(1) = —1. Podle vyse uvedené véty o nulové hodnoté
spojité funkce existuje ¢ € (0, 1) tak, ze f(c) = 0. Jelikoz f(1/2) = 13/8 > 0, je mozno fici, ze
¢ € (1/2, 1) atd. — metoda puleni intervalu. Dalsi postup je ziejmy.

Véta (Weierstrassova): Jestlize je funkce f spojita v uzavieném intervalu (a, b), pak
v tomto intervalu nabyva své nejmensi i nejvétsi funkéni hodnoty, tj. v (a, b) existuji takova
Cisla ¢, d, ze pro kazdé x € (a, b) plati f (d) <f (x) <f(c). Tedy funkce spojita na uzavieném
intervalu je omezena.

Odtud jiz plyne zavér:

Funkce spojita a nekonstantni v uzavireném intervalu zobrazuje tento interval opét

na uzavieny interval.
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