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Obsahem predmétu KMA/TGD1 jsou zdklady algoritmické teorie grafu a
vypocetni slozitosti. Pfedmét navazuje na predmét KMA/DMA | Diskrétn{ ma-
tematika“, zafazeny do prvniho ro¢niku bakalaiského studia FAV, a znalosti v
rozsahu zdkladnich skript [1] jsou podminkou porozumeéni tomuto textu. Kapitoly
1 — 7 roz8ituji a prohlubuji pfedchozi poznatky z pfedmétu ,Diskrétni matema-
tika“ a ddvaji orientaci v zékladnich otdzkach teorie grafu se zamérenim piedevsim
na jeji algoritmickou stranku. Z hlediska celkové koncepce predmétu TGD1 tyto
kapitoly vytvareji aparat pro kapitoly 8 — 9.

slozitosti a NP-tplnosti. Pochopeni filosofie vypocetni slozitosti, NP-tiplnosti a
vlastnosti problému z t¥id P, NP a NPC je hlavni dovednosti, kterou by si student
mél z tohoto predmétu odnést.

Na predmét KMA/TGD1 v letnim semestru navazuje predmét KMA/TGD2,
v némz se vyuziji znalosti pojmu z teorie grafu a vypocetni slozitosti. Jeho ob-
sahem je dalsi prohloubeni poznatku z teorie grafii se zamétenim predevsim na
optimaliza¢ni problémy na grafech a sitich a jejich algoritmické aspekty.

Tento text je pomocnym textem k predndskam, a v zadném piipadé si neklade
ambice byt povazovan za uceleny ucebni text typu ucebnice ¢i skript. Obsahuje sice
vSechny zdkladni pojmy, tvrzeni a jejich dukazy, ale chybi v ném mnohé komentéie,
které jsou pro pochopeni latky nezbytné. Na konci textu je uveden piehled zakladni
literatury, kterd o teorii grafu a NP-tiplnosti existuje v ¢eském (a v jednom piipadé
slovenském) jazyce. Z této literatury lze doporuéit k dopliujicimu studiu zejména
knihu [6], jiz je tento text blizky zejména v kapitoldch 8 a 9.

Dékuji studentovi FAV (a nyni jiz kolegovi) Pfemyslu Holubovi za pfepis mych
pracovnich poznamek do TEXu, ktery se stal zakladem tohoto textu, a kolegovi
Tomasi Kaiserovi, ktery je autorem nékterych pasazi kapitoly 2.

3. ledna 2007,
Z. Ryjacek

V této verzi textu bylo opraveno nékolik drobnych chyb.
5. tinora 2011,

7. Ryjécek
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1 Algoritmy a vypocetni slozitost — intuitivni pristup

Z predmétu KMA/DMA Diskrétn{ matematika zndme fadu prakticky pouzitelnych (,efektivnich“) algo-
ritmi, umoznujicich fesit nékteré problémy z teorie grafi: Dijkstruv algoritmus pro nalezeni minimaln{
cesty mezi dvéma uzly grafu, algoritmus ¢islovani uzlu pro testovani acyklicnosti grafu a dalsi. Po-
znali jsme i problémy, u nichz jsme konstatovali, ze ,efektivni“ algoritmus pro jejich feSeni neni zndm -
sem patii napiiklad problém rozhodnout o tom, zda dany neorientovany graf je hamiltonovsky. Aparat,
ktery umozni postavit tuto klasifikaci problému z hlediska ,efektivnosti“ pfislusnych algoritmu na pevny
zéklad, vybudujeme v (klicovych) kapitoldch 8 — 9 tohoto predmétu. Zde si ivodem na intuitivni trovni
naznacime otazky, které budou hlavnim pfedmétem naseho zadjmu. Veskeré ivahy v tomto odstavci jsou
pouze motiva¢niho charakteru a bez naroku na ptresnost; pojmy, které zde zavedeme, ziskaji presny obsah
az v kapitolach 8 — 9.

Algoritmy, které byvaji povazovany za rychlé, potiebuji ke zpracovani vstupnich dat velikosti n ¢as,
ktery byvé zpravidla shora omezen funkcemi typu n, nlogn, n2, n® a podobné, tj. ¢asovou narocnost
vypoctu je mozno shora odhadnout polynomem. Naproti tomu algoritmy, které pracuji metodou ,,hrubé
sily“, tj. v podstaté probirdnim vSech moznosti, vyzaduji alespon 2™ krokt, pokud probirame vSechny
podmnoziny dané n-prvkové mnoziny, n! kroku, pokud probirdme v8echny permutace dané n-prvkové
mnoziny, nebo dokonce n™ kroku, pokud probirame vSechna zobrazeni dané n-prvkové mnoziny do sebe.
Funkce, udavajici pocet kroku algoritmu jako funkei n (velikosti vstupnich dat) je tedy alesporn expo-
nencialni.

Dramaticky rozdil mezi polynomidlnimi a exponencidlnimi algoritmy dobie ilustruje nésledujici ta-
bulka udavajici cas, ktery je potiebny ke zpracovani vstupnich dat velikosti n, jestlize je nutno provést
f(n) operaci a provedeni jedné operace trvéd jednu mikrosekundu.

v\bztellllggfct pocet operaci f(n)

dat n n? n3 nt 2n n!
20 0,4 ms 8 ms 0,2s ls 77 000 let
40 1,6 ms 64 ms 2,6s 12 dnf —
60 3,6 ms 0,28 13 s 36 600 let —
80 6,4 ms 0,58 A1s  [3,6-10° let —
100 10 ms 1s 100 s — —
200 40 ms 8s 27 min — —
500 0,25 s 125 s 17 hod — —
1000 1s 17 min 12 dni - —

Jesteé 1épe je tento rozdil patrny z nasledujici tabulky. Vychazime v ni z pfedpokladu, ze jsme schopni
danym algoritmem s ¢asovou nérocnosti f(n) zpracovat v daném casovém limitu vstupni data velikosti
n = 100 a ptame se, jak se zvétsi velikost tiloh, které jsme schopni zpracovat ve stejném casovém limitu,
jestlize zvysime rychlost vypoctu 10x, 100x, 1000x.

zrychlenf pocet operaci f(n)
vypoctu n2 n3 nA on n!
1x 100 100 100 100 100
10x 316 215 177 103 100
100 x 1000 464 316 106 100
1000 x 3162 1000 562 109 101




Nézorné zde vidime, Ze pro exponencialni algoritmy je typické, Ze nad jistou mezni velikosti vstupnich
dat nardzime na bariéru, nad niz ani zvySeni rychlosti vypoctu o nékolik f4dii nemuze znatelné zvétsit
velikost zpracovatelnych tloh.

Bylo by jisté mozno namitat, ze algoritmy s ¢asovou naroc¢nosti fadu n n a podobné jsou poly-
nomidlni, a pfesto budou v praxi nepouzitelné, zkusenost ale ukazuje, ze podaii-li se u nékteré ilohy nalézt
polynomialni algoritmus, pak se zpravidla dalsim vyvojem podaii snizit stupen i koeficienty polynomu
na ,rozumné* hodnoty. Jedinou dosud zndmou vyjimkou je tloha (redlného) linedrnfho programovdni,
kde v praxi bézné pouzivany simplexovy algoritmus (pozndme jej v navazujicim pfedmétu KMA /TGD2)
ma& v nejhorsim ptripadé exponencialni ¢asovou narocnost, ale presto je v ,,béznych situacich® vyhodnéjsi
nez nedavno nalezeny polynomiélni (Chacijanuv) algoritmus.

100 §100
, 2

Vypocetni slozitost daného algoritmu budeme tedy méfit pomoci funkce f(n), kterd udavé casovou
ndroc¢nost vypoctu (pocet kroku algoritmu) jako funkei velikosti vstupnich dat. Algoritmus budeme
povazovat za efektioni, jestlize tuto funkci f(n) lze shora odhadnout polynomem p(n). Pokud takovy
odhad neexistuje, budeme algoritmus povazovat za neefektivnd.

Problémy, Fesitelné polynomidlnimi (efektivnimi) algoritmy budeme nazyvat problémy tridy P. Do
tiidy P patii vétsina problému, které jsme dosud poznali: minimélni kostra, minimalni a kritickd cesta,
acykli¢nost grafu, distanc¢ni matice. VSimneme si zde toho, ze algoritmy, které fesi tyto tlohy, pracuji
vesmeés deterministicky, tj. v kazdém kroku je jednoznacné urcen krok nasledujici.

Na druhé strané, u fady uloh prosté z principidlnich duvodu polynomidlni algoritmus ziskat nelze.
Jako piiklad staci uvést tlohu generovat vsechny kostry daného grafu — vime, Ze neorientovany graf na n
uzlech mtze mit az n™ =2 riznych koster.

Mezi témito skupinami je tfeti skupina uloh, pro které dosud neni nalezen efektivni algoritmus, ale
také neni dokazana jeho neexistence. Pro tyto tlohy je charakteristické, ze podaii-li se ndm ,nahodou*
nalézt feSeni, pak je mozné v polynomidlnim cCase provérit jeho spravnost. K nalezeni tohoto feseni
jsou ovSem znamy — pii zachovani pozadavku polynomiality — pouze algoritmy nedeterministické, které
pracuji s ndhodnym generovdnim (jakozto modelem ,uhddnuti“ hledaného feseni). Je zde oviem moznost
nalezenf Feseni deterministicky hrubou silou (probirdnim vsech moznosti), pocet krokt takovych algoritmu
je ale nejméné exponencidlni. Stejnou narocnost ma zodpovézeni otazky existence feseni v piipadé, kdy
odpovéd je zéporna. Typickym piedstavitelem tlohy z této tiidy je tloha rozhodnout, zda v daném
grafu existuje hamiltonovskd kruznice: podaii-li se ndm hamiltonovskou kruznici ,uhddnout“, pak se
v polynomialnim case pfesvédéime o spravnosti feSeni — pro deterministické nalezeni hledané kruznice
nebo ovéreni jeji neexistence jsou ale zndmé jen neefektivni postupy typu hruba sila. Dalsi podobné tlohy
pozname v kapitolach 6 a 7.

Ttida uloh, Fesitelnych nederministicky v polynomidlnim ¢ase, se nazyvé trida NP (nedeterministicky
polynomiélni) a obecné plati P C NP. Neni ale dosud zndmo, jestli je P = NP nebo jestli je P # NP.
A co vice: ve tiidé NP existuje celd fada tloh, o nichz je dokazano, ze kdyby se podatilo najit polynomialni
algoritmus pro nékterou z nich, pak z tohoto algoritmu 1ze odvodit polynomialni algoritmy i pro vSechny
ostatni problémy této tiidy. Ulohy této podskupiny jsou tedy co do efektivnosti feseni ekvivalentni -
budto jsou vsechny feSitelné v polynomidlnim Ease, nebo neexistuje efektivni algoritmus pro zadnou
z nich. Dosud ale neni zndmo, ktera z téchto moznosti nastava. Tyto ilohy se nazyvaji NP-iupiné a patii
mezi né napfiklad zminény problém existence hamiltonovské kruznice. Mezi NP-tuplné ilohy patii mnohé
dulezité tlohy z nejruznéjsich oblasti diskrétni matematiky, teoretické informatiky, z operacni alalyzy,
teorie kédovani, z teorie ¢isel a dalsich oblasti. Problém efektivni feSitelnosti téchto loh, tj. otazka, zda
matematiky, a pres velké tusili zustava stile nevyfesen. VSeobecné se ale predpoklada, ze tyto tfidy rovny
nejsou.

Poznamenejme, ze to, co bylo dosud feceno, se tyka rozhodovacich loh, tj. tloh, u nichz vystupem
je odpovéd ANO ¢ NE na danou otdzku. U optimalizaénich tloh (najdéte nejvétsi, nejmensi, nejlepsf
atd. objekt z dané mnoziny) je nutno dlohu nejprve prevést na rozhodovaci dlohu, kterd je z hlediska
existence efektivniho algoritmu s danou tilohou ekvivalentni. Konkrétni ptiklady pozname ve druhé ¢asti
tohoto textu.



2 Toky v sitich

Teorie toku v sitich je motivovdna tlohami z kategorie tzv. dopravnich problému, v nichz je cilem op-
timalizovat pfepravu néjakého produktu v transportni siti, pfipadné optimalizovat strukturu této sité.
Jednd se o tlohu s bohatymi aplikacemi, a to jak teoretického charakteru v teorii grafi (mnohé grafové
tlohy, v nichz ,nikde nic netede lze fesit prevodem na toky), tak i pii praktickém fesen{ optimalizacnich
problému.

V tomto pfedmétu se omezime na otazku existence toku v obecné siti a na problém maximélniho
toku v siti s jednim zdrojem a jednim stokem. Obecnou optimaliza¢ni tilohu, kdy je navic u kazdé hrany
zaddna cena a minimalizujeme celkovou cenu toku, pozndme v navazujicim predmétu KMA /TGD2.

2.1 Sit, existence toku v siti

Definice 2.1. Sit je orientovany graf G s ohodnocenim hran r : H(G) — (0,00) a ohodnocenim uzli
a:UG) — R.

Sit je tedy orientovany graf s kladnigm redlnigm ohodnocenim hran a s redlngm (pfipoustime i zdporné
hodnoty) ohodnocenim uzli.

V této kapitole budeme uzly grafu G povazovat za ocislované &sly 1, ..., n (kde n = [V(G)]). Ohod-

noceni a(i) uzlu i € U(G) budeme kratce znacit a;, a obdobné ohodnoceni r((i, 7)) hrany (i,5) € E(G)
budeme krétce znacit 7;; (¢, =1,...,n). Obdobny je i vyznam ¢isel z;; v nésledujici definici.

Definice 2.2. Bud G sit s ohodnocenim uzlu a; a s ohodnocenim hran r;;. Tok v siti G je nezaporné

—

hranové ohodnoceni x : H(G) — (0, 00), spliujici ndsledujici podminky:

1. pro kazdy uzel i € U((_j) plati

E Tij — E Tji = aj ,

33(i,4)€H(G) 333 EH(G)

2. pro kazdou hranu (i, j) € H(G) plati
0 S xij S rij .

Piriklad. Mg¢jme jistou mnozinu mést, o¢islovanych ¢isly 1,...,n, a tato mésta jsou spojena zelezni¢ni
siti. Sestrojime graf G na n uzlech tak, ze (i,§) € H(é) pravé tehdy, jestlize i-té mésto je bezprostiedné
spojeno zeleznic{ s j-tym meéstem (predpokldddme-li obousmeérnost trati, dostaneme vzdy dvojici hran
(i,7) a (4,7)). Ve zminénych meéstech se vyrdbi a spotfebovdva jisty produkt. Velikost vyroby v i-tém
meésté za jednotku Casu oznacme b;, velikost spotieby za jednotku ¢asu oznaéme ¢; a polozme a; = b; — ¢;,
i =1,...,n. Ozna¢me r;; celkové mnozstvi produktu, které lze pfevézt po trati (i, j) za jednotku casu
(obecné muze byt r;; # rj;). Jestlize ¢isla x,;; maji vyznam skutecného mnozstvi produktu, které se za
jednotku €asu prepravi po trati (i, ), tj. z i-tého mésta do j-tého mésta, pak evidentné pro kazdou traf
(i,j) € H(é) bude platit 0 < x;; < r;j, coz je podminka 2 z definice 2.2. V kazdém uzlu ¢ pfitom musi
platit ,zdkon zachovan{“, podle néhoz rozdil celkového mnozstvi produktu vyvezeného (,vytékajictho*)

—

z uzlu ¢ po vsech hrandch (4,j) € H(G) a celkového mnozstvi produktu pfivezeného (,vtékajictho“) do

—

uzlu ¢ po v8ech hranéch (j,¢) € H(G) musi byt roven mnozstvi produktu, jez se v i-tém uzlu ,nedostava®
(pfi a; < 0), resp. jez v i-tém uzlu ,prebyva“ (pfi a; > 0), coz je podminka 1 z definice 2.2.



— —

Definice 2.3. Je-li i € U(G), pak se ¢islo a; nazyva intenzita uzlu i; pro (i,j) € H(G) se cislo r;;
nazyvd propustnost hrany (i, 7). Je-li a; > 0, pak se uzel i nazyvé zdroj, pii a; < 0 se uzel i nazyva stok.
Je-li a; = 0, budeme rikat, ze uzel i je neutralni uzel.

Priklad.

Jak se snadno presvédéime, v zddné ze siti na obrézku neexistuje tok (zduvodnéte si pro¢). Vidime tedy,
ze v dané siti obecné nemusi tok existovat. Nasim prvnim tkolem bude vyjasnéni podminek, za nichz
v dané siti existuje (alespon jeden) tok.

Nejprve ale zavedeme nékteré potfebné pojmy a oznaceni.
Definice 2.4. Necht G je sit, A € U(G) je mnozina uzli, a polozme A = U(G) \ A. Mnozina hran
(A4, A4) ={(z,y) |z € A,y e A}
se nazyva tez sité G.
Pozndmka. Cten4f se snadno piesvedéi, ze nase definice Fezu je orientovanou analogif pojmu separace,
znédmého z predmétu KMA/DMA (viz kap. 10.4 skript ,Diskrétni matematika“). Pouzivime zde termin
yrez (ktery byl vyhrazen pro minimalni separace), protoze je to v této souvislosti v literature obvyklejsi.

Uvidime pozdéji, ze v dulezitych situacich budou fezy, které nas budou zajimat, spliiovat podminku
minimality.

Necht G jesit a AC U(é) je mnozina jejich uzla. Zavedeme nésledujici oznaceni:

je-li f: U(G) — R funkce na U(G), oznaéime f(A) = Z fi,
i€EA
je-li g« H(G) — R funkee na H(G), oznacime g(A, A) = Z Gij-
(i,3)€(A,A)

Tvrzeni 2.1. Necht G je sit, @ je tok v G a necht A C U(G) je mnozina uzli G. Pak plati

a(A) = z(A,A) —x(A, A).

Dukaz. Podle definice toku (definice 2.2) pro mnozinu A plati:

a(A) = Zai = Z( Z Tij — Z xﬂ) = Z Z Tij — Z Z Zji.

€A €A i(i,)eH(G) 333 EH(G) €A ji(i,j)eH(G) €A (4, €H(G)

V tomto vyrazu je prvni ¢len roven celkovém souc¢tu hodnot toku, vytékajicich ze vSech uzli mnoziny
A — 7 téchto tokfi nékteré sméiuji do jinych uzli z A, nékteré do uzlt z A; prvni vyraz je tedy roven
x(A, A) + z(A, A). Obdobné druhy vyraz je roven celkovém souétu hodnot toki, vtékajicich do véech
uzlit mnoziny A, z nichz nékteré piichazeji z uzli z A, jiné z uzli z A, takze je roven x(A, A) + x(4, A).
Odtud dostavame

a(A) = ((A, A) + 2(4, A)) — (2(A, A) + 2(4, 4)),



odkud
a(A) =z(A, A)) —z(A, A).

O

Véta 2.1. V siti existuje tok pravé kdyz a(U(G)) = 0 a pro kazdou mnozinu uzli A ¢ U(G) je
a(A) < r(A, A).

Dikaz. 1. Dokézeme, ze podminky véty jsou pro existenci toku nutné. Predpoklddejme tedy, ze v siti
G existuje tok. Protoze pro kazdou hranu (4,5) € H(G) platf 0 < z;; < 145, je z(A,A) < r(4,A) a
z(A, A) > 0. Z tvrzeni 2.1 tedy vyplyva, ze a(A) < r(A, A). Specialné pro A = U(G) je A = 0, takze
a(U(G)) = 0.

2. Tvrzeni o tom, ze podminky véty jsou postacujici, dokdzeme pozdéji (v kapitole 2.6) po vySetfeni
jednoho dulezitého specidlniho piipadu. m|

2.2 Sit s jednim zdrojem a jednim stokem

Jako specialni piipad uvazujme sit Gs jednim zdrojem z a jednim stokem s; vSechny ostatni uzly sité
G necht jsou neutralni. Je-li intenzita zdroje z rovna ¢islu a > 0, pak nutné musi mit stok intenzitu —a
(jinak by v siti G nemohl podle véty 2.1 existovat zddny tok). Jestlize v nas{ siti existuje néjaky tok x,
pak prislusna hodnota intenzity zdroje vyjadfuje ,mnozstvi produktu®, prepraveného po siti ze zdroje z
do stoku s. Toto ¢islo, tj. pfislusna intenzita zdroje, se nazyva velikost toku x a budeme ji znacit |z|.

Polozime-li @ = 0 a x;; = 0 pro vsechna i, j, pro néz (i,j) € H(é), pak zfejmé funkce x spliuje
podminky definice 2.2 a tedy je tokem. Kratce feceno - v kazdé siti existuje alespon jeden tok, a sice tok
nulové velikosti. M4 tedy smysl ptat se na nejvétsi moznou velikost toku v dané siti.

Definice 2.5. Nechtf G je sit s jednim zdrojem z a jednim stokem s, a necht x je tok v G. Rekneme,
Ze tok x je maximdlni tok v G, jestlize pro kazdy tok x' v G plati

2| < |zl.

Definice 2.6. Necht G je sit s jednim zdrojem z a jednim stokem s, a necht (A, A) je ez sité G.
Cislo 7(A, A) se nazyva propustnost fezu (A, A).
Rekneme, ze fez (A, A) je minimélni fez sité G, jestlize pro kazdy fez (A’, A') sité G plati

r(AA) <r(A,A).
Jsou-li u,v € U(é) dva uzly G, pak Fekneme, Ze fez (A, A) oddéluje uzly u, v, jestlizeu € A av € A.
Tvrzeni 2.2. Necht éje sit' s jednim zdrojem z a jednim stokem s, necht (A, A) je fez sité G, oddélujict
2 a s, a necht x je tok v G. Pak plati:

(i) |2| = 2(A,A) — x(4, A),
(i) |z| < (A, A).

Ditkaz. Tvrzeni (i) je pifmym dusledkem tvrzeni 2.1, (i4) plyne ihned z tvrzeni (i) a z vlastnosti 2
z definice toku. O



2.3 Maximalni tok

Nés v této kapitole zajima predevsim maximalni tok, jeho vlastnosti a mozné postupy jeho hledani.
Jeden pokus o takovy postup by mohl vypadat napiiklad tak, ze za¢neme s nulovym tokem a postupné
jej modifikujeme podle nésledujicitho pravidla: existuje-li orientovand cesta P ze z do s, jejiz zadnou
hranou zatim ‘netece’ cely povoleny objem (propustnost této hrany), pak pfi¢teme k hodnotdm toku na
hranach cesty P maximélni mozné ¢islo ¢, pro které nebude prekrocena propustnost zadné z hran. Protoze
pric¢itana velikost je pro vSechny hrany cesty stejnd, snadno ovéfime, ze dostaneme opét tok. Jeho velikost
bude navic vétsi nez velikost puvodniho toku. Uvedenou tpravu opakujeme, dokud lze najit orientované
cesty s pozadovanou vlastnosti. Pokud takova cesta neexistuje, nas tok je jisté maximalni — nebo ne?

Ne. Piiklad, ktery ukazuje, ze tato metoda je pfili§ naivni, je uveden na obrazku. Dejme tomu, Ze
jsme v siti na obrézku (a) v prvnim kroku nasli tok, zndzornény tuéné na obr. (b). N4s algoritmus skonéil
s tokem o velikosti 1, hledana orientovana cesta P neexistuje. Maximalni tok v siti G mé viak zjevneé
velikost 2.

Lze namitnout, Ze problém byl zpusoben nevhodnou volbou cesty P v prvnim kroku. To je pravda,
d4 se totiz dokédzat, ze pro kazdou sit existuje posloupnost ‘vhodnych’ vybért cesty P, pro kterou nam
skute¢né vyjde maximalni tok. PotiZ je v tom, Ze neméme po ruce zadny névod, jak poznat vhodny vybér
od nevhodného. Proto ndm nezbude nez tento postup definitivné zavrhnout. V pfistim oddilu si ukdzeme
tzv. Ford-Fulkersonuv algoritmus, ktery danou tlohu fesi uspokojivé.

Zavedeme nyni nékolik pojmu, na kterych je tento algoritmus zalozZen, a vyuzijeme je v dukazu velmi

dulezité vety, Ford—Fulkersonovy véty o maximalnim toku.

Definice 2.7. Necht u,w € U(é) Polocesta z u do w je posloupnost u = vg, h1,v1, ha, ..., hg, v = w,
kde v; jsou navzdjem rizné uzly, h; jsou hrany a pro kazdé i =1,...,k plati bud h; = v;_1v; (pak jde o

souhlasnou hranu dané polocesty) nebo h; = v;v;—1 nesouhlasnd hrana).

Necht z je tok v siti G. Rezerva polocesty P je nezaporné ¢islo
O(P) = min({rij — 45| (4,7) je souhlasnd hrana P} U {x;;| (¢,7) je nesouhlasnd hrana P})
Polocesta P je rezervni, jestlize ©(P) > 0.

Rekneme-li, ze hrana (4, j) je nasycend, je-li z;; = r;;, a ze je nulovd, pokud z;; = 0, pak polocesta je
rezervni pravé kdyz neobsahuje zadnou souhlasnou nasycenou ani nesouhlasnou nulovou hranu.

Na vyznam této definice ukazuje nasledujici tvrzeni.

Tvrzeni 2.3. Necht G je sit s jednim zdrojem z a jednim stokem s, a necht x je tok v G. Existuje-li
v G rezervni polocesta ze z do s vzhledem k x, pak tok r neni maximalni.

Diitkaz. Necht © > 0 je rezerva polocesty P ze z do s. Definujeme v G novy tok z’ predpisem:

zi; +© je-li (4,7) souhlasnd hrana P,

zi; =4 @i —©O je-li (i,7) nesouhlasnd hrana P,
Tij jinak.
Snadno ovéfime, ze 2’ je opét tok. Protoze vSak |2’| = |z| + O, tok = nen{ maximdlni. O



Véta 2.2.  [Ford, Fulkerson] Bud G sit s jednim zdrojem z a jednim stokem s. Velikost maximéalniho
toku v G je rovna propustnosti minimalniho rezu, oddélujiciho z a s.

Ditkaz. Necht 7 je maximalni tok v G. Oznaéme R mnozinu viech uzli w, pro které existuje rezervni
polocesta ze z do w. Jisté z € R (diky ,prazdné“ polocesté) a s ¢ R (protoze jinak by podle tvrzeni 2.3
nemohl tok = byt maximalni).

Kazd4 hrana (i,7) € (R, R) je nutné nasycend, protoze jinak bychom museli do mnoziny M pridat
jeji koncovy uzel. Podobné kazd4 hrana z (R, R) je nulovd. Plat{ tedy z(R, R) = r(R, R) a z(R, R) = 0.
Podle tvrzenf 2.2 (i) je

|z| = #(R,R) — (R, R) = 7(R, R).
Nagli jsme tedy fez (R, R), ktery oddéluje z a s a jeho propustnost je rovna velikosti toku 2. Podle

tvrzen{ 2.2 (44) musi jit o minimaln{ fez. |

Vsimnéme si, ze jsme vlastné dokazali opacnou implikaci k tvrzeni 2.3: neexistuje-li zddna rezervni
polocesta ze zdroje do stoku, potom mnozina R (definovand jako v dikazu véty 2.2) neobsahuje stok a
tedy |x| = (R, R). Podle tvrzeni 2.2 (i¢) je + nutné maximaln{ tok.

2.4 Ford—Fulkersonuv algoritmus

Myslenka dikazu véty 2.2 ukazuje metodu, kterd umoziiuje efektivné ovétit, zda je dany tok 2 maximalni.
Staci zkonstruovat mnozinu R vSech uzlu, které jsou dosazitelné ze zdroje po rezervni polocesté. Pokud
s € R, pak nas tok x neni maximalni a nalezend polocesta ze z do s umoziuje piejit k toku o vétsi
velikosti. Pokud na druhou stranu s ¢ R, pak jsme nagli fez (R, R) s propustnosti |z|. Podle tvrzen{ 2.2
(i) je tento fez diukazem, Ze x je maximéln{ tok.

Na myslence rezervni polocesty je zalozen nejjednodussi algoritmus pro hledani maximéalniho toku,

tzv. Ford—Fulkersonuv algoritmus.

Algoritmus 2.1. (Ford—Fulkersonuv algoritmus)

—

1. Jako vychozi tok x zvolme nulovy tok: z;; := 0 pro kazdou hranu (i,j) € H(G).
2. Jestlize v grafu G existuje néjaka rezervni polocesta P ze z do s, upravme podle ni tok x:

x;j +© pokud (i,j) je souhlasnd hrana polocesty P,
xij =4 ;; —O pokud (i,j) je nesouhlasnd hrana polocesty P,
Tij pokud (i, j) nelezi na P,

a pokracujme bodem (2).
3. V pripadé, Ze rezervni polocesta ze z do s neexistuje, je tok x maximalni.

Zpusob hledani rezervni polocesty neni v tomto algoritmu specifikovdn — muzeme prosté vzit prvni,
kterou najdeme.

Aby byl tento postup pouzitelny, je nutné zarucit, ze algoritmus po koneéném poctu kroku skonéi.
V siti s celoc¢iselnymi propustnostmi hran to neni tak tézké.

Tvrzeni 2.4. Jsou-li v siti G propustnosti vSech hran celd cisla, pak Ford-Fulkersonuv algoritmus
skon¢i po konec¢ném poctu kroku.



Dukaz. Predevsim si vSimnéme, Zze po provedeni kazdého kroku algoritmu ziskdme tok, jehoz hodnota
na kazdé hrané je celociselnd. Vychozi nulovy tok totiz tuto vlastnost mé, a diky celo¢iselnosti propustnosti
je celé i ¢islo ©, o které ménime hodnoty toku. Velikost toku v kazdém kroku vzroste pravé o ¢islo O, které
je vétsi nebo rovno jedné. Velikost maximélniho toku je pfitom shora omezena propustnosti miniméalniho
fezu. Pocet kroku je tedy konecny. a

Da se ukézat, ze algoritmus je koneény i v piipadé, ze propustnosti jsou racionalni ¢isla. Pro obecné
redlné propustnosti vsak (ponékud prekvapivé) existuji pripady siti, kdy Ford-Fulkersonuv algoritmus
koneény neni. My se ve zbytku této kapitoly omezime na sité s celo¢iselnymi propustnostmi hran.

Jinou slabinou naseho algoritmu je, ze doba jeho provadéni zavisi nejen na poctu uzlu a hran sité G
(coZ je piirozené), ale také na propustnostech hran. Uvazme sif na nésledujicim obrdzku, ve které Q je
néjaké velké ¢islo.

Q Q

Q Q

Pokud v kazdém kroku algoritmu nestastnou ndhodou pouzijeme rezervni polocestu, kterd prochézi svislou
hranou, zmén{ se velikost toku vzdy jen o 1, takze budeme potiebovat 2Q) kroku.

Priklad. Najdéme maximalni tok v siti na nésledujicim obrazku.

Pocateéni nulovy tok snadno zvétsime podél nékolika orientovanych cest ze z do s. Dejme tomu, ze jsme
pridali hodnotu 1 na cestach zads, zces a zbds a dostali jsme tok velikosti 3 na nésledujicim obrazku (zde
dvojice ¢isel u hrany (i, j) ma vyznam (x;;,7;)).

Nyni uz zadné orientovand cesta ze z do s s nenulovou rezervou neexistuje, a mohli bychom se domnivat,
ze jsme nasli maximélni tok. Pokud ale sestrojime mnozinu R jako v dikazu Ford—Fulkersonovy véty,
zjistime, ze s € R, a to kvuli polocesté zbecds s rezervou 1. Upravou toku podél této polocesty dostaneme
nasledujici tok velikosti 4.
1,1)




Provedeme-li opét kontrolu maximality (konstrukci mnoziny R), zjistime, ze tentokrat s ¢ R, takze
tok je jiz skuteéné maximélni. Uzly mnoziny R jsou oznaceny krouzky, minimdlni fez je (R, R) =

{(a,d), (b,d), (2, ¢), (e, 5)}-

2.5 Edmonds—Karpuv algoritmus

Nesnéz se zavislosti ¢asové narocnosti algoritmu na propustnostech fesi modifikace Ford-Fulkersonova
algoritmu, znaméa jako Edmonds—Karpuv algoritmus. Myslenka je jednoduché: zvolime vzdy nejkratsi
rezervn{ polocestu ze z do s (tj. takovou, kterd ma minimalni pocet hran). D4 se ukdzat (my to délat
nebudeme), ze v takovém pripadé je pocet opakovani kroku (2) algoritmu nezdvisly na propustnostech a
¢inf v nejhorsim piipadé zhruba m2n, kde m = |H(G)| a n = |U(G)|.

Jak ale zminénou nejkratsi rezervni polocestu najit? Napiiklad tzv. prohleddvinim do sirky. Pro-
hledavéani grafu je postup, ktery je zdkladem mnoha efektivnich algoritmu a podrobnéji se jim budeme
zabyvat v kapitole 5. Nynf si jen popiSeme jednu z iteraci kroku (2).

Dejme tomu, ze mame néjaky tok x a hledame nejkratsi rezervni polocestu ze z do s.

(a) Nechf T je strom na jediném uzlu z. Dale méjme seznam uzlt L s jedinou polozkou z. Viechny uzly
sité G kromé zdroje jsou na zac¢dtku neoznacené, zdroj je oznaceny.

(b) Je-li L # (), pak necht v je prvni uzel seznamu L.

— Je-li v = s, algoritmus kon¢i. Jednozna¢éné urcena polocesta spojujici z a s ve stromu T je
hledand nejkratsi polocesta. Upravime podél této polocesty tok x jako ve Ford—Fulkersonové
algoritmu.

— Jinak oznacime vSechny neoznacené sousedy w uzlu v, pro néz vw je nenasycend hrana nebo
wv je nenulova hrana, ve stromu 7" je pfipojime hranami k v, a pfiddme je na konec seznamu
L. Vyfadime uzel v ze seznamu L a pokracujeme bodem (b).

(¢c) V pifpadé L = ) rezervni polocesta spojujici z a s neexistuje a tok z je tedy maximélni.

2.6 Dokonceni diakazu véty 2.1

Vratime se nyni k obecnému piipadu sité s vice zdroji a vice stoky a dokdzeme tvrzeni o tom, ze podminky
véty 2.1 jsou postacujici pro existenci toku. Tvrzeni dokazeme tak, ze hledany tok sestrojime prevodem
na vétu 2.2. - -

Necht tedy v siti G je a(U(G)) = 0 a pro kazdy fez (A, A) je a(A) < r(A, A). Sestrojime novou sit G’
s jednim zdrojem a jednim stokem tak, ze ke G pridame novy ,fiktivni“ zdroj z a novy ,fiktivni* stok s
a spojime je s uzly sité G podle nasledujicich pravidel:

e je-li a; > 0, pak pridej hranu (z,) s propustnosti a; a uzlu 7 dej novou intenzitu a; = 0,

e je-li a; < 0, pak pridej hranu (i, s) s propustnosti{ —a; a uzlu ¢ dej novou intenzitu a; = 0,

e je-li a; = 0, pak nedélej nic,
i=1,..., |U(C_j)| (viz obrézek).

nové hrany 7‘zdroje stoky nové hrany
?.

z - s
o 7’ 7 = ._—
puvodni sit G

e -

7 predpokladu a(A) < (A, A) vyplyvé, ze fez ({z},{z}) je minimalnim fezem, oddélujicim z a s. Podle
Ford-Fulkersonovy véty 2.2 tedy v siti G’ existuje tok, ktery nasycuje hrany fezu ({z},{z}). Je vsak
zfejmé, Ze restrikce takto sestrojeného toku na pivodni sit Gj je hledany tok v siti G.
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3 Grafy a matice

V predmétu KMA /DMA Diskrétni matematika jsme poznali zdkladn{ zptisoby popisu grafu a jeho vlast-
nost{ pomoci matic (incidenéni matice, matice sousednosti, matice vzddlenosti). V tomto odstavci si
ukazeme nékteré dalsi souvislosti mezi grafovymi pojmy a pojmy z linearni algebry.

3.1 Distanéni matice ohodnoceného orientovaného grafu a Floyduv algorit-
mus

Piipomenme si nasledujici definici (viz [1], kap. 12.3, nebo [4], kap. 5.4).

Definice 3.1. Necht G je orientovany ohodnoceny graf s mnozinou uzli U(G) = {v1,...,v,} a s hra-
novym ohodnocenim w : H(G) — (0, 00). Matice D*(G) = [di*;]7 j=1, definovand predpisem

dgj:dw(viavj), Lwj=1,...,n

se nazyva w-distanéni matice grafu G. !

Jednu metodu vypoctu matice Dw(é) (pomoci upraveného nasobeni matic) jiz zndme - viz tvrzeni
12.6 v textu [1]. Vypocetni slozitost algoritmu zaloZeného na této metodé je O(n?).

Jednim z nejlepsich znamych postupt pro feseni této ulohy je Floyduv algoritmus, jehoz vypocetni
slozitost je pouze O(n?).

Algoritmus 3.1. (Floyduv algoritmus)
1. Poloz Dy = [d? ;|7 kde

1,j1i,j=1»
0 pro i=yj,
d?jz wi; pro i #j, (i,j)EH(Cj)v
oo pro i#j, (i,5) ¢ H(G).
2. Prok=1,...,n postupné vypocitavdme matice D), = [dﬁj]?;j:l, kde
df = min{d¥t, A5t 4 di Y (+)
3. D, = D¥(G).

Véta 3.1, Algoritmus 3.1 nalezne w-distancéni matici D*(G) grafu G v éase O(n?).

Dukaz. Indukci podle k dokdzeme, Ze ¢islo df ; Je rovno minimdln{ w-délce orientované cesty P takové,
7e pro jeji uzly plati U(P) C {vi,v;} U {v1,... v} (4. dfj je délka miniméln{ cesty mnozinou uzlu
{1,..., k}).

1. Pro k = 0 je tvrzeni ziejmé.

2. Necht tvrzeni plati pro k—1 < n a zvolme pevne indexy i, j tak, ze 1 < i,j < n. Je-li P orientovand
cesta z v; do v; minimélni w-délky takovd, ze U(P) C {v;,v;} U {v1,..., v}, pak budto uy ¢ U(P),

*~1 nebo uy € U(ﬁ), a pak je jeji w-délka

a pak je podle indukéniho predpokladu jeji w-délka rovna d;’; -,

(opét podle indukéniho predpokladu) rovna dﬁ;l + dZ;l.

1V textu [1] je pouzivdn nizev ,matice vazenych vzdilenosti.“
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Algoritmus vypocéitavd n matic Dy, ...D, fadu n, pficemz délka vypoctu kazdého prvku (krok 2
algoritmu) nezavisi na n. Celkem tedy n-krat vypoéitavame n? prvki matice, vypocetn{ slozitost je tedy
O(n?). |

Priklad. Pro graf na nésledujicim obrazku postupné dostdvame:

0 4 oo oo o 0 4 o0 o ™
o 0 3 oo 8 oo 0 3 o 8
Dyg=| o0 o 0 oo 4 |[; Di=|oc0 o0 0 o 4 |;
7 oo oo 0 3 7 11 oo 0 3
| 3 8 oo 3 0 | | 3 7 oo 3 0 |
[0 4 7 o 12 [0 4 7 oo 117
o 0 3 oo 8 oo 0 3 o T
Dy=| 00 o0 0 oo 4 |[; D3=| 00 o0 0 o 4 |;
7 11 14 0 3 7 11 14 0 3
| 3 7 10 3 0 | | 3 7 10 3 0 |
0 4 7 oo 11 0 4 7 14 11
o 0 3 o 7 10 0 3 10 7
Di=| 00 0 0 oo 4 |; D;=D¥G)=| 7 11 0 7 4
7 11 14 0 3 6 10 13 0 3
3 7 10 3 0 3 10 3 O

Poznamka. Matici Dw(é) Ize také nalézt v ¢ase O(n?) pomoci Dijkstrova algoritmu. Dijkstriv algo-
ritmus umoznuje nalézt vzdalenosti ze zvoleného pevného uzlu do vSech ostatnich uzla grafu, tj. jeden
fadek distanéni matice, v ¢ase O(n?). Opakujeme-li tento postup n-krat pro rtizné vychozi uzly, dostaneme

matici D¥(G) v O(n?) krocich.

3.2 Rozlozitelnost matic a struktura orientovanych grafa

Definice 3.2. Ctvercovd matice A se nazyvé rozlozitelnd, lze-lIi ji napsat ve tvaru

A Ap
A_ =
|: 0 A22 :| ’

kde A1 a Ass jsou ¢tvercové matice radu alespori 1 a 0 je nulova matice, anebo Ize-li ji do tohoto tvaru

prevést permutaci radku a stejnou permutaci sloupcii.
Ctvercova matice, kterd neni rozlozitelna, se nazyva nerozlozitelna.
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Poznamka. 1. Ekvivalentné: A je rozlozitelnd, jestlize existuje permutaéni matice P tak, ze

v | Aun A
PAP _[ 0 A |-

2. Provadime-li v matici permutaci fadkl a stejnou permutaci sloupcu, pak hovoiime o simultdnnich
permutacich.

Priklad. 1. Matice

3 10 4 8
0 1 0 6
2 5 2 1
0 3 01

je rozlozitelnd, protoze prohozenim 2. a 3. fadku a 2. a 3. sloupce se pfevede do tvaru

3 4 10 8
2 2 5 1
0 0 1 6
00 3 1]
2. Matice _
0 010
0 0 0 3
02 00
4 0 0 0 |

je nerozlozitelnd, ale prozatim jedind moznost jak to umime dokézat je provéreni vSech permutaci fadku
a sloupcu.

Nasledujici véta poskytuje efektivni algoritmus pro testovani rozlozitelnosti matice pfevodem na gra-
fovou tlohu.

Véta 3.2. Bud G ohodnoceny orientovany graf. Plati:
a) Je-li G silné souvisly, pak je matice W(G) nerozlozitelnd.

b) Jsou-li G Tyevns Gy kvazikomponenty grafu G , oc¢islované tak, ze v kondenzaci éc jsou pouze hrany
(Gk, Gy) pro k < £ a ocislujeme-li uzly grafu G souhlasné s ocislovdnim kvazikomponent, tj. tak, ze
jellii € Gy aje Gy prok < {, pak i < j, pak matice W(G) m4 tvar

Wi Wi Wiz .. Wy

B 0 Wa Wy ... Wy
WG =| 0 0 Wiy ... Wy |,

0 0 0 .. Wy

kde Wy = W(G);, i = 1,..., k, a tyto matice jsou jiz nerozlozitelné.

Diukaz. a) Dokdzeme ekvivalentn{ implikaci: je-li W(é) rozlozitelna, pak G nenf silng souvisly.
Necht tedy W(G) mé (piipadné po permutaci) tvar

W(G) = [ A A ] .

Je ziejmé, ze simultanni permutaci fadku a sloupcu matice W(é) odpovidé precislovani uzlu grafu G.
Bud' Uy, resp. Uy, mnozina uzli odpovidajicich matici Aj;, resp. Ass. Pak z Zaddného uzlu mnoziny Us
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nevede hrana do nékterého uzlu z Uy, a tedy z zadného uzlu mnoziny U; neexistuje orientovana cesta do
nékterého uzlu z Uy. Graf G tedy nenf silné souvisly.

b) Nechf él, .. Gk Jsou kvamkomponenty grafu G ocislované podle véty 3.2. Pak mezi zadnyml
dvéma kvamkomponentaml GZ, G] pro ¢ > j neexistuje hrana z G, do G To znamena, ze matice W(G)
je nasledujiciho tvaru:

uzly él uzly ég uzly ég uzly ék
uzly Gy W(Gh) Wi Wis Wik
uzly Go 0 W(Gs) Was W
uzly G 0 0 W (Gs) Wik
uzly Gy, 0 0 0 W (Gy)

Pritom kazd4 kvazikomponenta G; je silng souvisly graf a tedy podle (jiz dokdzané) ¢dsti a) jsou vSechny
matice W(G;) nerozlozitelné. O

Ctvercovd matice A je nerozlozitelnd prave kdyz jeji diagram G(A) je silné souvisly.

Dusledek 3.1.

Piiklad. Diagramem matice

0010
00 0 3
0 2 00
4 0 0 O

(viz priklad pied vétou 3.2) je cyklus délky 4, ktery je silné souvisly. Matice je tedy nerozlozitelna.

Piiklad. Pieved'te nasledujici matici

O © O OO
w o O UtOo =
S OO oo O
OO OO o N
O = 00O O W
=N O O o

1 1
1 1
simultannimi permutacemi na horni blokové trojuhelnikovy tvar.

Resent: s pouzitim véty 3.2. Diagram matice ma 3 kvazikomponenty s mnozinami uzla {1,4,5}, {2,6}
a {3}. Precislovani uzlu definuje simultanni permutaci, kterou se matice prevede do tvaru

o7 80 0 O
20 30 1 O
0 9 11 0 10 12
00 06 5 0
00 00 0 4
0 0 0 0 13 14
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3.3 Slabé rozlozitelné matice

Definice 3.3. Rekneme, e Gtvercovd matice A je slabé rozloziteln, jestlize existuji permutaéni matice
P a Q tak, ze
A A
PAQ — [ 11 12 ] 7

0 Ap

kde A1 a Ass jsou ctvercové matice radu alespon 1 a 0 je nulova matice.
Ctvercova matice, ktera neni slabé rozlozitelnd, se nazyva plné nerozloziteln4.

Poznamka. 1. Kazda rozlozitelnd matice je slabé rozlozitelna, ale nikoliv naopak.
2. Ekvivalentni definice: A je slabé rozlozitelna, jestlize existuje permutacni matice P tak, ze PA je
rozlozitelna.

Priklad. 1. Nerozlozitelnd matice

0 010
0 0 0 3
0 2 00
4 0 0 O

je slabé rozlozitelna: stac¢i prohodit prvni sloupec s tfetim a druhy sloupec se ¢tvrtym.

2. Matice
1 01 00
01 0 0 1
1 0 01 0
00 0 1 1
01 1 0 O

je uplné nerozlozitelnd, ale prozatim to neumime dokézat (jinak nez hrubou silou).

Definice 3.4. Bigraf je orientovany graf é, jehoz mnozinu uzlu Ize rozlozit na disjunktni neprazdné
podmnoziny Uy, Uy ? tak, Ze pro kazdou hranu (u,v) € H(G) jeu € Uy av € Us.

Poznamka. 1. Graf G je bigrafem pravé kdyz G je acyklicky graf, jehoz kazdy uzel je vstupni nebo
vystupni.

2. Symetrizace bigrafu je bipartitni neorientovany graf (tj. neorientovany graf s chromatickym ¢islem
2 — blize v kap. 7).

Definice 3.5. Bud A = [a;;] ¢tvercovd matice fddu n; oznac¢me U; mnozinu fddkovych indexu a Us
mnozinu sloupcovych indexii matice A. Bigraf matice A je orientovany graf B(A) s mnozinou uzli
U=U,UU,

a mnozinou hran

H = {(Zaj)| S U17j S Ug,(lij 7& O}

2Tj. Uy NUz =0, U UUz = U(G), Uy # 0 # Us.
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Priklad. Matice

1 01 0 0
01 0 0 1
A=|(1 0 0 1 0
0 0 0 1 1
01 1 00
ma bigraf
1 1
2 2’
B(A) = 3 3
4 4
) 5

Poznamka. Je ziejmé, ze také naopak, kazdému bigrafu lze zfejmym zptsobem piifadit matici.

Definice 3.6. Bud G bigraf s mnozinou uzli U(é) = U UU;. MnozinaVC Uy, ) #V # Uy, se nazyva
stabilni mnozina v G, jestlize pro mnozinu uzli

W ={j el 3ieV tak, ze (i, ) € H(G)}

plati
(W <[V].

Véta 3.3. Ctvercovd matice A je slabé rozlozitelnd pravé kdyz v jejim bigrafu E(A) existuje stabilnf
mnozina.

Diikaz. 1. Nechf A je slabé rozlozitelnd, tj. existuji permutaéni matice P a Q tak, ze

| A A
PAQ[ . AQQ].

Oznaéime-li V' mnozinu indexu druhého blokového fadku matice PAQ a W mnozinu indextu druhého
blokového sloupce matice PAQ, pak v E(PAQ) v8echny hrany, vychézejici z uzlu ve V', vedou do uzlu
v W a protoze Ags je ¢tvercovd, je |V| = |W|, tj. V je stabilni. Zbytek vyplyva z toho, ze E(A) se od
E(PAQ) lisf jen ¢islovanim fadku a sloupcu, tj. uzla v Uy a v Us.

2. Naopak, je-li V stabilni mnozina E(A), tj. pro prislusnou W je |W| < |V|, pak v Uy oéislujeme
nejprve uzly mimo V' a potom uzly mnoziny V', a obdobné v Us oc¢islujeme nejprve uzly mimo W a potom

uzly mnoziny W. Provedeme-li v matici A odpovidajici permutaci fadku a sloupcu, bude mit pozadovany
tvar. O

Priklad. Zjistéte, zda je matice

0 5 -1 0 0
0 2 -3 3 0
A=1]12 0 1 0 1
0 0 2 -1 0
3 0 0 -2 2

rozlozitelna, slabé rozlozitelna nebo iplné nerozlozitelna.

17



1. Diagram matice A je nasledujici graf:

3 4

(V obrazku nejsou zakresleny smycky na uzlech 2, 3, 4 a 5, které nemajf vliv na silnou souvislost grafu).
Protoze je G(A) silné souvisly, je A nerozlozitelnd.

2. Bigraf matice A je nésledujici graf:

1 T
2 2
B(A) 3 3
4 L
5 5

Snadno se presvédéime, Ze mnozina V = {1,2,4} je stabilni, nebot odpovidajici podmnoZina mnoziny Us
je W ={2/,3,4'} a tedy |V| = [W]. Po provedeni pifslusnych permutaci je matice A pfevedena do tvaru

2 10 1 0
320 0 -2
PAQ=]0 0 5 -1 0
00 2 -3 3
0 0 0 2 -1
Matice A tedy je slabé rozlozitelna.
Priiklad. Matice
1 01 00
01 0 01
A=|1 00 1 0
0 00 11
01 100
je uplné nerozlozitelnd, protoze jeji bigraf
1 N
2 2’
B(A) = 3 3
4 4
5 5
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nema stabilni mnozinu. Neexistence stabilni mnoziny v B (A) je snadno vidét pri jeho nédsledujicim izo-
morfnim nakresleni.

1 1’

3 3

B(A) = 5 2

4 5

2 4

3.4 Regularni matice a perfektni parovani v bigrafu

Poznatky z odstavce 3.3 ukazuji, ze bigraf matice by mohl byt vhodnym nastrojem studia téch vlastnosti
matic, které nezdvisi na permutacich fadku a sloupcu. Jinou takovou vlastnosti je regularita matice.
V tomto odstavci si ukdzeme, zda a jak lze z bigrafu matice poznat, zda je tato matice regularni.

Definice 3.7. Rekneme, Ze bigraféje linedrni, jestlize pro kazdy uzel u € Uy je d” (u) = 1 a pro kazdy
uzel v € Uy je d* (v) = 1.

Poznamka. Je-li G linedrni bigraf, pak nutné |U1| = |Us| a hrany G definuji vzajemné jednoznacné
zobrazeni U7 na Us.

Definice 3.8. Je-li G bigraf aG cG jeho linearni podbigraf, pak iikame, ze e Jje parovani v G.
Je-li Gy C G pédrovdni v G takové, 7e U(G1) = U(G) (tj. G, je faktorem bigrafu G), pak fikdme, ze
G1 je perfektni parovani v G.

Véta 3.4. 1. Je-li A reguldrni matice, pak jeji bigraf B(A) mé perfektni parovani.
2. Jestlize bigraf G mé perfektni parovani, pak existuje regularni matice A takova, Ze B (A) = G.

Ditkaz. 1. Je-li A reguldrni, pak det(A) # 0 a tedy v sumé (definice determinantu)

det(A) = Z zn(w)alﬂr(l) et anm(n)

™

je pro alesponi jednu permutaci mg pfislusny soucin aq (1) - - - * @n,xo(n) Nenulovy. Hrany, odpovidajici
prvkiim tohoto souéinu, uréujf perfektni parovéni v B (A).

2. Necht naopak G mé perfektni parovani Gi. Sestrojme matici A nésledujicim predpisem:

— prvky matice A odpovidajici hranam perfektmho parovani e jsou rovny Jedne

— prvky A odpovidajici hranam bigrafu G lezicim mimo perfektni parovani G1 jsou rovny € > 0,
— ostatni prvky matice A jsou rovny 0.

Pak pro | det(A)| dostaneme dolni odhad

| det ‘ - ‘ Z Zn a’l 71'(1) . a’ﬂ,ﬂ"(’ﬂ)|
2 |a1mo() * - Onmo (] — | ZZH( )al,m) e ()
kde 7o je permutace, pro kterou prvky ai r,(1)s - - - @n,xo(n) 0dpovidaji hrandm perfektntho parovant él,

a v posledni sumé s¢itdme pres vSechny permutace 7’ ruzné od my. Odtud déle dostaneme

| det(A |>1—|Zzn A1) " ()] > 1 — €l
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Pro pevné n je

lime-n!'=0,
e—0

a tedy pii dostate¢né malém e > 0 bude det(A) # 0. O

Priklad. 1. Matice

1 00
A = 2 00
-1 1 2
je singularni, protoze jeji bigraf
B(Ay) =
nema perfektni parovani.
2. Uvazujme matici
1 -1 2
As=|12 1 1
1 0 1

Jeji bigraf

—

B(Az) =

mé perfektni parovani, prestoze A, je singularni. Tento piiklad ukazuje, ze v prvnim tvrzeni vétz 3.4
neplati ekvivalence.

Poznamka. Modifikujme matici Ay z predchoziho piikladu nésledujicim zpusobem.

1 -1 2
AQ(CL) == 2 1 1
1 0 a

Pak ziejmé det(As(a)) = 3a — 3, a tedy Az(a) je singuldrni pravé kdyz a = 1. Tedy As(a) je reguldrni
pro ,skoro vSechny“ hodnoty parametru a. Tento ptiklad motivuje ivahy nésledujiciho odstavce.

3.5 Strukturalni matice a genericka hodnost

Uvodem poznamenejme, ze presné provedeni dukazu vSech tvrzeni tohoto odstavce by si vyzadovalo
aparat, ktery pfresahuje ramec latky vyuCované na inzenyrskych oborech FAV, a proto bude vyklad
v nékterych ¢astech vice intuitivni nez v jinych kapitoldch. Odstavec je zafazen do predmétu protoze
ukazuje zajimavou souvislost mezi ruznymi oblastmi matematiky, a mé piimé aplikace v teorii fizeni.

V pfedchozim odstavci jsme poznali souvislost mezi regularitou matice A a vlastnostmi jejiho bigrafu
B (A). Véta 3.4 ale neni ekvivalence, pouze implikace. Podstata této ,,obtize* je v tom, Ze zatimco hodnost
matice (a specidlné regularita) zdvisi nejen na struktufe rozmisténi nulovych a nenulovych prvka v dané
matici, ale i na jejich konkrétnich hodnotach, bigraf B (A) popisuje pouze strukturu rozmisténi nulovych a
nenulovych prvki, a na jejich konkrétnich hodnotach nezavisi. Chceme-li tedy dostat ekvivalenci, musime
najit maticovy pojem s podobnymi vlastnostmi.
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Strukturdlni matice rddu n > 1 je ¢tvercovd matice fddu n, u niz je ddna pouze struktura nulovych
a nenulovych prvka, ale nejsou urceny jejich konkrétni hodnoty (na strukturdlni matici tedy muzeme —
ponékud pfesnéji — pohlizet jako na funkci hodnot jejich nenulovych prvkiu). Strukturdlni matice budeme
znacit obvyklym zpusobem s ,kiizkem“ na misté nenulovych prvku. Piikladem takovych strukturdlnich
matic jsou tedy nésledujici dvé matice.

0 0 x x x 0
A= 0 0 x |; Ay=| x x 0
X X X 0 0 x

Povsimnéme si jiz nyni toho, Ze zatimco u matice Ay existuji hodnoty nenulovych prvkua, pfi nichz je
vznikld matice reguldrni, je matice A; singuldrni pro kazdou volbu svych nenulovych prvku.

Je-li A strukturdlni matice fddu n, majici £ nenulovych prvki (¢ < n?), pak jeji determinant det(A)
je polynomem fadu ¢ v £ proménnych, jimiz jsou nenulové prvky A. Napiiklad, snadno zjistime ze
det(Ag) = an 1022033 — @1 202 1033, zatimeo det(Aq) je nulovy polynom.

Pokud det(A) nen{ nulovym polynomem, pak je rovnice det(A) = 0 algebraickou rovnic{ fadu £ v £
proménnych, a tedy mnozina vsech jejich feseni je algebraickou varietou dimenze r < £—1 v ¢-rozmérném
prostoru Ry. 3

7 teorie miry 4 je zndmo, ze pro r < £ mé kazda r-rozmérna varieta v R, nulovou /-rozmérnou miru. °

To znamend, ze pokud det(A) neni nulovy polynom, pak mnozina vSech feseni rovnice det(A) = 0
je podmnozinou nulové miry v prostoru R,. Odtud plyne, ze je-li A strukturdlni matice fadu n s ¢
nenulovymi prvky aq, ..., ap takovd, ze det(A) neni nulovy polynom, pak pfi ndhodné volbé parametra
ai,...,ap 8 je pravdépodobnost jevu det(A) = 0 rovna nule. Komplementarni jev det(A) # 0 m4 tedy
pravdépodobnost 1.

Pro danou strukturdlni matici A jsou tedy pouze néasledujici dvé moznosti:
(1) polynom det(A) je nenulovy, a pii ndhodné volbé nenulovych prvku matice A je matice A
regularni s pravdépodobnosti 1,
(i) polynom det(A) je nulovy a matice A je singuldrni pfi kazdé volbé jejich nenulovych prvku.
V prvnim piipadé fikdme, ze strukturdlni matice A je genericky reguldrni, ve druhém piipadé je A
genericky singuldrny.

Nyni jiz snadno odvodime nasledujici tvrzeni, které dava hledanou ekvivalenci.

Véta 3.5. Necht A je ¢tvercovd strukturalni matice. Pak je matice A genericky reguldrni pravé kdyz
jeji bigraf B(A) méd perfektni pdrovani.

Dukaz. Dukaz véty 3.5 plyne ihned z véty 3.4. a

Priklad. Strukturdlni matice

OO OO X O
O X © X © X
o O X © X ©
X © o X X X
O O X © oo
X X © O X X

3Uvedené pojmy zde piesné nedefinujeme (nebot by to piesdhlo rdmec tohoto textu), a spoléhdme na geometrickou
pfedstavu a intuici ¢tenare. Napiiklad — v prostoru R3 je mnozina vSech feSeni algebraické rovnice xy — z = 0 hyperbolicky
paraboloid, coz je objekt dimenze 2 (parametrizovatelny dvéma parametry). Ve vyssich dimenzich je situace analogickd,
pouze obtiznéji predstavitelnd geometrickym nézorem.

4Pro &tenéfe, kteif neabsolvovali zédklady teorie miry: mira (M) mnoziny M C Ry je — velmi zhruba feceno — &fslo,
které zobecnuje pojem délky, obsahu & objemu do libovolné dimenze. Tedy, mira (jednorozmérnd) kiivky je jeji délka, mira
(dvourozmérna) plochy je jeji obsah, mira (trojrozmérnd) télesa je jeho objem atd.

6pfi libovolném ,rozumném® spojitém rozdéleni ndhodného vektoru a1, ..., o]
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ma bigraf

=, TG U \CR
-

Povsimnéme si toho, ze v E(A) vedou z mnoziny uzla V = {1,3,5,6} C U; hrany pouze do uzli mnoziny
W = {2/,4',6'} C U,. Kdyby B (A) mél perfektni parovéni, tak by z kazdého uzlu mnoziny V musela
vychézet pravé jedna hrana tohoto parovani, coz nenf mozné, protoze |W| < |V|. Bigraf B(A) tedy nem4
perfektni parovani a matice A je genericky singularni.

Ptedchozi ivahy je mozno jesté trochu zobecnit. Z linedrni algebry vime, ze hodnost libovolné realné
matice A je rovna fadu jeji nejvétsi reguldrni podmatice (presnéji: nejvétsimu éislu k, pro které v matici A
existuje reguldrni podmatice fadu k). Tuto alternativni definici hodnosti je mozno pfenést na strukturalni
matice a generickou regularitu.

Necht A je strukturadlni matice. Nejvétsi piirozené &islo k, pro které v matici A existuje genericky
reguldrni podmatice fddu k, se nazyvé generickd hodnost matice A a znaci se gh(A).

Pocet hran nejvétsiho parovani v bigrafu B se nazyva pdrovact ¢islo bigrafu B a zna&i se v(B).

Aplikaci véty 3.5 na nejvétsi genericky reguldarni podmatici ihned dostaneme nésledujici tvrzeni.

Véta 3.6, Nechf A je strukturdlni matice. Pak gh(A) = v(B(A)).

Piiklad. Bud A matice z pitkladu za vétou 3.5. Vime jiz, ze A je genericky singuldrni, protoze B(A)
nemd perfektn{ parovani. Snadno ale v B(A) najdeme parovani velikosti 5, a tedy gh(A) = v(B(A)) = 5.
To znamen4, Ze pii ,ndhodném“ dosazeni nenulovych prvkua do matice A bude mit vysledné redlnd matice
s pravdépodobnosti 1 hodnost 5.

Zavérem tohoto odstavce zduraznéme, ze nejvétsi parovani v libovolném bigrafu je mozno najit v po-
lynomidlnim ¢ase prevodem tilohy na tlohu maximéalniho toku nésledujici konstrukci, jejiz obdobu jiz
zndme z dukazu véty 2.1 (viz str. 11).

Necht B je bigraf s mnozinou uzlua U(E) = U; U Us. Bigrafu B piifadime sif s jednim zdrojem z a
jednim stokem s tak, ze k B priddame novy uzel z a novy uzel s, a ptidame

— hrany (z,u) pro vSechny uzly u € Uy,

— hrany (v, s) pro vSechny uzly v € Uy
(viz obrézek). Propustnosti vSech hran jsou rovny jedné.

U1 U
nové hrany ol - nové hrany
- (.
z e ) " o S
. bigraf B
e o

Najdeme-li v G (celociselny) maximdlni tok, pak hrany bigrafu Bs nenulovym tokem urcuji nejveétsi
parovani v B.
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4 Miry souvislosti grafu

V celé nésledujici kapitole termin “graf” znamena neorientovany graf.
4.1 Mosty, artikulace, bloky grafu

Definice 4.1. Hrana {z,y} € H(G) se nazyva most grafu G, jestlize v grafu G neexistuje Zadnd
kruznice, ktera ji obsahuje.

Priklad. Kazd4d hrana stromu je jeho mostem; pifkladem mostu je téz hrana {z,y} na nésledujicim
obrazku.

Tvrzeni 4.1. Je-li graf G souvisly a hrana {z,y} jeho most, pak graf G — {z,y}, vznikly odstranénim
hrany {z,y} z G, je nesouvisly.

Dikaz. Kdyby graf G — {z,y} byl souvisly, existovala by v ném cesta P z = do y. Cesta P by spolu
s hranou {x,y} tvorila v grafu G kruznici, obsahujici hranu {z,y}, coz je spor. O

Véta 4.1. Ma-li souvisly graf G most, pak ma alespori dva uzly lichého stupné.

Duikaz. Oznacme G’ nesouvisly graf, ktery vznikne odstranénim mostu z grafu G. Kdyby meél graf G
stupné vsech uzlu sudé, tak by v kazdé komponenté grafu G’ byl pravé jeden uzel lichého stupné, coz
zfejmeé nelze (uzli lichého stupné je sudy pocet). o

Priiklad. Nésledujici dva grafy ukazuji, ze uzly lichého stupné mohou byt uzly mostu i nékteré jiné dva
uzly grafu (uzly lichych stupiu jsou zakrouzkovdny).

B e &

Uzlovou analogii pojmu mostu grafu je pojem artikulace grafu.
Definice 4.2. Uzel z € U(QG) je artikulace grafu G, jestlize existuji hrany {x,y1} a {z,y2}, které nepatif

soucasné téze kruznici gratu G.

Priklad.
(1) Kazdy nekoncovy uzel stromu je jeho artikulace.
(#4) Uzel z na ndsledujicim obrazku je artikulaci.
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Poznamka.
1) Grafy na nésledujicim obrézku ukazuji, Ze existence artikulace v grafu nemd (na rozdil od mostu)
zédny vliv na paritu stupnua uzlu.

] <<

sudé stupné vsech uzla vsechny uzly maji liché stupné

2) Je-li hrana {z,y} mostem, pak oba uzly z, y jsou artikulacemi. Jinak feceno: nemé-li graf arti-
kulaci, pak nemuze mit ani most.

Definice 4.3. Bud G graf, G’ C G jeho souvisly podgraf. Rekneme, ze G' je blok grafu G, jestlize:
a) G' nemd artikulaci,
b) jestlize G" je souvisly graf bez artikulace takovy, 7e G' C G" C G, pak G" = G'.

Poznamka.
1) Blok je maximdlni souvisly podgraf bez artikulace.
2) Je-li {z,y} most, pak podgraf o jediné hrané {z,y} je blok G (kazdy most je blokem grafu).

Tvrzeni 4.2. Bud G souvisly graf. Pak G nem4 artikulaci pravé kdyz pro kazdé dvé jeho hrany existuje
kruznice, na niz obé lezi.

Diikaz. 1. Jestlize G m4 artikulaci, pak podle definice artikulace existuji hrany {z,y1}, {x, y2}, nelezici
na kruznici.

2. Nechf naopak existuje dvojice hran hi, ho, nelezici na kruznici. Kdyby hi, ho mély spoleény uzel
x, pak x je artikulaci a jsme hotovi. Tedy kazda takova dvojice hran hi, hy je ve vzdalenosti alespon 1.
Zvolme hy, ho tak, Ze jejich vzddlenost (tj. minimum vzddlenosti jejich uzli) je nejmensi mozn4, a necht
P = wjus...ug je pifslusnd nejkratsi cesta. Zvolme oznacen{ tak, ze hy = {uj,vi} a hy = {ug,v2}.
Z minimality cesty P plyne, Ze existuje kruznice C4, obsahujici hrany {u;,v1} a {ug_1,ur}. Protoze uy
nen{ artikulaci, existuje kruznice Co, obsahujici {ux—1,ur} a {ug,v2}. Podle pfedpokladu Cy neobsahuje
hi. Mnozina hran H(C;) U H(Cs) tedy definuje uzavieny tah, obsahujici hrany hy, he pravé jednou.
Z tohoto tahu lze zifejmym zpusobem vybrat pozadovanou kruznici. O

Dusledek 4.1. Pro kazdé dvé hrany bloku, ktery neni mostem, existuje kruznice, na niz obé lezZi.

Véta 4.2. Bud'te Gy, G5 dva bloky grafu G. Pak budto G; = Gy, nebo Gi a Gy nemaji Zidnou
spole¢nou hranu.

Ditkaz. Nechf h je hrana G; i Ga. Je-li h most, tak je vie ziejmé. Nechf tedy hrana h lezi na alespoii
jedné kruznici. Ozna¢me Gj, podgraf grafu G, tvofeny témi jeho hranami, jez lezi spolu s hranou h na
nékteré kruznici. Blok G; obsahuje hranu h a tedy dle dusledku 4.1 je G; C Gj. Obdobné i Gy C Gp,.
7Z konstrukce grafu Gj a z tvrzeni 4.2 ale plyne, ze kazdé dvé hrany G}, spolu lezi na kruznici a tedy Gy,
nemd artikulaci. Z maximality bloku pak jiz plyne rovnost G; = Go = G,. |

Poznamka. Situace je podobnd jako u komponent s tim rozdilem, ze bloky nemusi byt uzlové disjunktni,
musi vSak byt hranové disjunktni.
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Definice 4.4. Bud G souvisly graf, By, ..., B, vsechny jeho bloky a z1,. .., x, vSechny jeho artikulace.
Graf B(QG), definovany predpisem

U(B(G)) ={z1,..., xs,B1,..., By},

H(B(G)) = {{a,b} | 3i,j tak, zea = z;, b= Bj az;, € U(B;)},
se nazyva blokovy graf grafu G.

Priklad.
Bs
G By
By 21 By 2 5 By
B
2 B
Bo
B(G) Bq
B1 T By Z2 3 B;

Bs Bs

Ziejma, le¢ dulezité vlastnost blokového grafu je popsdna v nésledujici vété.

Véta 4.3. Pro kazdy souvisly graf G je blokovy graf B(G) stromem.

4.2 Hranovy a uzlovy stupen souvislosti grafu

Jednoduché a intuitivné ziejmé pojmy mostu a artikulace dostanou hlubsi vyznam, jestlize je zobecnime
na viceprvkové mnoziny.

Definice 4.5. Bud G souvisly; z,y € U(G). Mnozina B C H(G) takovd, Ze
1) kazdd cesta z uzlu x do uzlu y obsahuje alespoii jednu hranu mnoziny B,
2) zadnd vlastni podmnozina mnoziny B nem4 vlastnost 1),

se nazyva hranovy ez grafu G mezi uzly x a y.

Poznamka.
(1) Odstranénim mnoziny B z grafu G se prerus{ vSechny cesty mezi uzly x a y, gral G — B bude
nesouvisly a uzly = a y budou lezet v ruznych komponentéch.
(it) Most je vlastné jednoprvkovy hranovy fez.
(#i1) Zduraznéme, ze v definici fezu se pozaduje minimalita — viz mnoziny silné vytazenych hran na
nésledujicim obrazku.
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D,

Je rez neni fez - neni minim4ln{
Definice 4.6. Nejmensi pocet prvki hranového fezu mezi uzly x a y se nazyva hranovy stupen souvis-
losti grafu G mezi uzly x a y a znaci se hg(z,y).

Jestlize o¢islujeme uzly grafu ¢isly 1,...,n a polozime h; ; = hg(4,j), muzeme hranovou souvislost
grafu plné popsat pomoci matice hranové souvislosti Hg = [hi ;]{';—; grafu G.

Piiklad.
1 4
— 2 2 2 1
5 2 — 2 3 1
Ho=|2 2 — 2 1
2 3 2 — 1
2 3 11 1 1 -

Nyni si ukdzeme analogické zobecnéni pojmu artikulace.

Definice 4.7. Bud G souvisly graf, z, y jeho uzly. Mnozina A C U(G) takovd, Ze
1) kazda cesta z x do y obsahuje alespori jeden uzel z mnoziny A,
2) zddnd vlastni podmnozina mnoziny A nem4 vlastnost 1),

se nazyva uzlovy fez grafu G mezi uzly x a y.

Poznamka.
(i) Odstranénim uzlového Fezu dostaneme opét nesouvisly graf.
(#4) Artikulace je jednoprvkovy uzlovy fez.

Definice 4.8. Nejmensi pocet prvki uzlového rezu, oddélujiciho uzly x a y, se nazyva uzlovy stupen
souvislosti grafu G mezi uzly © a y a znaci se ug(x,y). Neexistuje-li uzlovy rez mezi x ay, tj. jsou-li uzly
x a y sousedni, klademe ug(z,y) = |[U(G)| — 1.

Z uzlovych stupnu souvislosti grafu muzeme analogicky sestavit matici uzlové souvislosti Ug grafu G.

Piiklad. Pro graf z predchoziho ptikladu dostavame nésledujici matici Ug.

1 4
— 4 2 4 1

5 4 — 4 4 1

Uc=1|2 4 — 4 1

4 4 4 - 4

2 3 1 1 1 4 -

Definice 4.9. Nejmensi z ¢isel ug(z,y) nazveme uzlovy stupen souvislosti grafu G a budeme je znacit
uV(G). Nejmensi z ¢isel hg(x,y) nazveme hranovy stupen souvislosti grafu G a budeme je znacit h(G).
Rekneme, Ze graf G je uzlové (hranové) k-souvisly, jestlize u(G) > k (h(G) > k).
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Poznamka.
(i) Casto se pro jednoduchost pouzivd pojem k-souvislost ve viznamu uzlové k-souvislosti. Pokud
tedy v dalsim textu bude fe¢ o hranové k-souvislosti, bude toto vzdy explicitné uvedeno.
(#4) Pro nesouvislé grafy klademe u(G) = h(G) = 0 (ptislusné fezy jsou pak préazdné mnoziny).

Symbolem §(G) oznacime minimdlni stupen grafu G, tj. 6(G) = min{d(x)|z € U(G)}.

Véta 4.4. Pro kazdy graf G plat{
u(@) < h(G) <6(G).

Diikaz. 1. Druh4 nerovnost je ziejmé, nebotf mnozina vSech hran, obsahujicich dany uzel, je hranovym
Tezem.

2. Dokdzeme prvni nerovnost. Je-li h(G) = 0, pak zfejmé u(G) = 0, a je-li h(G) = 1, pak graf G md
most a tedy té7 u(G) = 1. Necht tedy h(G) > 1, a nechf B je minimdln{ hranovy fez, majici k > 2 hran.
Odstranme z G nékterych k — 1 hran z fezu B. Tim vznikne graf s mostem {u,v}. Mnozinu A C U(G)
sestrojime tak, Ze pro kazdou odstranénou hranu vybereme jeden jeji uzel ruzny od uzlu u i v (mnozina
A ma& nejvyse k — 1 prvku).

- Je-li graf G’, ktery vznikl odstranénim mnoziny A z grafu G, nesouvisly, pak u(G) < k — 1.

- Je-li G’ souvisly, pak je to graf s mostem {u,v}. Ale graf G m4 alespon k + 2 uzlu (kdyby jich
mél jen k 4 1, tak by z rovnosti A(G) = k plynulo, Ze se jednd o graf Ky 1 a u(G) = k), a tedy
odstranénim u nebo v vznikne k-prvkovy uzlovy fez.

V kazdém piipadé tedy u(G) < k. ]

Piiklad. Nasledujici dva grafy ukazuji, ze ve vété 4.4 mohou nastat rovnosti i ostré nerovnosti.

AN

Véta 4.5. 'V kazdém grafu G plati
2|H(G)|
hMG) < ——2-.
]

Diikaz. Plati zndm4 rovnost Y dg(u) = 2|H(G)|. Protoze d(x) > §(G) pro kazdy uzel z, dostdvame

Sda(u) > |U(G)|6(G), a porovndnim dostaneme §(G) < il&g)‘l Podle véty 4.4 je h(G) < 0(G). O

4.3 Charakterizac¢ni véty k-souvislych grafa

Véta 4.6. (Ford, Fulkerson) Graf G je hranové k-souvisly mezi uzly a a b, a # b, pravé kdyz v ném
existuje k hranove disjunktnich cest, vedoucich z a do b.
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Dikaz. Dukaz provedeme pfevodem na problém maximalniho toku v siti. Sestrojme sit G nasledujicim
zpusobem. Graf Gij je symetrickd orientace grafu G, uzel a je zdrojem a uzel b stokem v siti G propustnosti
v8ech hran jsou rovny jedné. V takto zkonstruované siti budeme hledat maximalni tok.

1) Necht je graf G hranové k-souvisly mezi uzly a a b. Pak neexistuje hranovy fez o méné nez k
hranéach mezi témito uzly v grafu G. Proto zaroven neexistuje takovy hranovy fez ani v G. Podle
Ford-Fulkersonovy véty o maximalnim toku a minimalnim fezu v siti G existuje celo¢iselny tok
z uzlu a do uzlu b velikosti k. Protoze propustnosti jsou rovny jedné, jsou hodnoty toku na vsech
hranach rovny 0 nebo 1. Mnozina hran s tokem velikosti 1 definuje pozadovany systém hranové
disjunktnich cest.

2) Nechf naopak v grafu G existuje k hranové disjunktnich cest mezi uzly a a b. Pak jsou to i cesty
v siti G. Po kazdé takové cesté v G posleme tok o velikosti 1, vytvofime tak tok velikosti k. Proto
m4 kazdy hranovy fez mezi uzly a a b alespon k hran (v siti Giv grafu G), a graf G je tedy mezi
uzly a a b hranové k-souvisly.

O

Véta 4.7. (Menger) Graf G je uzlové k-souvisly mezi nesousednimi uzly a a b, pravé kdyz v ném
existuje k uzlové disjunktnich cest, vedoucich z a do b.

Ditkaz. Zavedeme sit G nasledujicim pfedpisem:

U(G) = {(z,i)| = € U(G), i = 1,2},

H(G) ={((z,1),(2,2))| = € U(G)} U{((2,2), (y, 1)) | {z,y} € H(G)}.
(Ndzorné feceno: kazdy uzel x grafu G rozdehme na dva “polouzly” (z,1) a (x,2), a déle vytvoiime
hrany dvojiho druhu: hrany, spojujici “pulky” uzlu, tj. ((z,1) (z,2)), a hrany, vzniklé z hran v G, tj.
hrany ((z,2), (y,1)) ). Propustnosti hran zvolime néasledujicim zpusobem: u hran typu ((z,1) (z,2))
polozime propustnost rovnu jedné a u hran druhého typu (tj. ((z,2), (y,1)) ) bude propustnost nekone¢na.
Zdrojem je uzel (a, 2), stokem je uzel (b, 1). Pro takto sestrojenou sit bude dikaz analogicky diikazu Ford-
Fulkersonovy véty.

O

Poznamka. Myslenky dikazi vét 4.6 a 4.7 maji samostatnou dilezitost, nebof dévaji algoritmy,
umoznujici uréeni hranové, resp. uzlové souvislosti grafu. Konstrukce z dikazu véty 4.7 (tj. “puleni
uzl”) je standardni metoda, prevadéjici uzlovou souvislost na hranovou souvislost, umoziujici pouzit
aparét toku v sitich i na uzlovou souvislost. Pro vzniklé “pulky uzli” se nékdy pouzivaji terminy “vstupni
polouzel” a “vystupni polouzel”.

Priklad. Nasledujici obrazek ilustruje konstrukei sité G v ditkazu vety 4.7.

o x C_j (113,1) 1 (30,2)

28



5 Prohledavani grafa a algoritmy k-souvislosti

5.1 Algoritmus prohledavani grafu

Zacneme obecnym schématem prohleddvani grafu, které je, jak uvidime, uziteéné jako zdklad mnoha
algoritmu.
Nasim tkolem je probrat systematicky vSechny uzly a hrany grafu, ev. na nich provést néjaky tkol.
Oznatme
N mnozinu uzlu, které jesté nebyly probrany,
M mnozinu hran, které jesté nebyly probrany,
D mnozinu uzlu, kterych jiz bylo dosazeno, ale ze kterych jesté vedou neprobrané hrany.

Algoritmus 5.1. (Prohleddvani grafu)
1. N:=U(G), M := H(G), D := 0. (inicializace)
2. Je-li N =0, vypocet konéi. (test ukonceni)
3. Zvolv € N a poloz N := N\ {v}, D:={v}. (volba prvniho uzlu v komponenté)
4. Zvol libovolné w € D. (volba pocdtecniho uzlu hrany)

5. Hledej hranu v M obsahujici w: (test pouzitelnosti w)
- neexistuje: D := D\ {w}, a
je-li D =10, jdi na 2,
je-li D # 0, jdi na 4.
- existuje: jdi na 6.

6. Zvol h = {w, z}, “projdi” ji, (tj. proved na ni uréeny iikol), a poloz

M = M\ {h};
jeliz€ N, pak N := N\ {z},D := DU{z},

jdi na 4.

Snadno se ovéii nasledujici tvrzeni.

Véta 5.1.  Algoritmus 5.1 prohledd graf G v ¢ase O(n+m), kde n je pocet uzlu a m pocet hran grafu G.

Poznamka.

1. Bod 2 - test ukonéeni. Jedn4 se skuteéné o ukonceni algoritmu, nebot v tomto bodé je vidy D = ()
a neni tedy nic k dalsimu prohledavani.

2. V bodé 4 algoritmu jsou v zdsadé tfi mozné implementace:
- volbu provadét ndhodné,
- brat uzel, ktery je v mnoziné D nejdelsi dobu, tj. interpretace mnoziny D jako fronty,
- bréat uzel, ktery je v D nejkratsi dobu, tj. interpretace mnoziny D jako zasobniku.

Postup, ktery vznikne druhou interpretaci (D jako fronta) se nazyva prohleddvdni do §irky, posledni
interpretace (D jako zdsobnik) se nazyva prohleddvdini do hloubky. Oba tyto postupy maji svoji
dulezitost a, jak uvidime, lze pomoci nich ziskat mnoho informaci o zkoumaném grafu.
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Piiklad. Prohledavani grafu do sitky. Zde a v dalsich podobnych piikladech se pro jednoznacnost
budeme fidit konvenci, podle niz v kazdém kroku, kdy je nékolik moznosti vybéru uzlu, algoritmus zvoli
uzel s nejmensim ¢islem.

12 D w | prohleddvana hrana
1 1 112
1,2 1113
13 1,2, 3 1118

1,2,3,8 1119
1,2,3,8,9 1 1-
2,3,8,9 2 123
2,3,8,9 2 |24
2,3,8,9,4 2 125
2,3,8,9,4,5 2 |-
3,8,9,4,5 3135
3,8,9,4,5 3 |-
8,9,4,5 8 89
8,9,4,5 8 | 810
8,9,4,5,10 8 | 811
8,9,4,5,10,11 | 8 | -
9,4, 5,10, 11 9 (910
9,4,5,10, 11 9 |-
4, 5,10, 11 4 |45
4, 5,10, 11 4 | -
5, 10, 11 5156
5,10,11, 6 5|57
5,10, 11,6, 7 5 | -
10, 11,6, 7 10 | -
11,6, 7 11 | -
6,7 6 |67
6,7 6 |-
7 7 -
0

Nyni je sice mnozina D prazdna, ale jesté D w | prohleddvand hrana

nebyly probrany vsSechny uzly grafu. Pro- 12 12 | 1213

vedeme tedy volbu nového uzlu, ktery zbyl 12,13 | 12 | -

v mnoziné N (krok 2). 13 13 | -

0

Vsimnéme si, ze tento postup probira uzly postupné podle vzdalenosti od uzlu 1, tedy nejprve probere
v8echny uzly ve vzdalenosti 1, pak vSechny uzly ve vzdalenosti 2, atd. Proto hovoiime o prohledavéani do
sirky.
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Piiklad. Vezmeme si tentyz graf, ale aplikujeme prohledavani do hloubky.

D w | prohleddvand hrana
1 1112
1,2 2 123
1,2,3 3131
1,2,3 3 135
1,2,3,5 5 |52
1,2,3,5 5|54
1,2,3,5,4 4 142
1,2,3,5,4 4 |-
1,2,3,5 5 |56
1,2,3,5,6 6 |67
1,2,3,5,6,7| 7 |75
1,2,3,5,6, 7] 7 |-
1,2,3,5,6 6 |-
1,2,3,5 5 |-
1,2,3 3 |-
1,2 2 |-

1 118
1,8 8 |89
1,8,9 9191
1,8,9 9 1910
1,8,9, 10 10 | 108
1, 8,9, 10 10 | -
1,8,9 9 |-
1,8 8 | 811
1,8, 11 11 | -
1,8 8 | -

1 1 |-
12 12 | 12 13
12, 13 13 | -

12 12 | -

0

Vsimnéme si, ze kroky pii prohledavani do hloubky jsou trojiho typu:
a) objeveni nového uzlu,
b) nalezeni hrany do jiz existujictho uzlu,
c¢) zpétny krok.

Hrany prohleddvané pii krocich a) tvoi{ strom zvany strom prohleddvdni (pro nesouvislé grafy jde
samoziejmé o les prohleddvani{). Hrany prohleddvané pfi krocich b) se nazyvaji chordy. Je zvykem oba
tyto druhy hran brat jako orientované, pficemz jejich orientace ndm ukazuje smér prohledavani. Pak
Ize tici, ze zpétné kroky jdou vzdy po hrandch stromu proti jejich orientaci. Podle zpétnych kroku se
algoritmu prohledavéani do hloubky tika backtracking.

Priklad. Ukazme si strom prohledavani a chordy na grafu z pfedchoziho ptikladu. Hrany stromu jsou
vyznaceny normélni ¢arou, chordy jsou zobrazeny ¢arkovaneé.
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Prohleddvani grafi lze pouzit pro feseni 1loh souvisejicich se souvislosti, komponentami apod. Se
souvislosti a komponentami grafu je to jednoduché — kazdy pruchod 3. krokem totiz ur¢uje novou kom-
ponentu. Mame tedy ihned nasledujici tvrzeni.

Tvrzeni 5.1. Komponenty grafu lze nalézt v ¢ase O(m + n).

5.2 Pouziti backtrackingu

Artikulace grafu

V nasledujicim si ukazeme algoritmy na hledani artikulaci v grafech. Tuto tlohu lze fesit i naivnim
pristupem, spoc¢ivajicim v postupném odstranéni vzdy jednoho uzlu a zkouméni, zda vzrostl pocet kom-
ponent. Tento postup provddi n-krat backtracking a tedy méa ¢asovou slozitost O (n(m + n)). Jak si
ukézeme, ulohu lze fesit podstatné rychleji jednim chodem backtrackingu, a tedy s ¢asovou slozitosti
pouze O(m + n).

Je-li uzel v artikulace grafu G, pak vétev grafu G je maximdlni souvisld ¢ast G, v niz uzel v neni
artikulaci. Vsimnéme si nésledujici vlastnosti backtrackingu: je zfejmé, ze backtracking, jakmile do néjaké
vétve vejde, tak ji projde celou a pak ji teprve opusti. Nelze z takové vétve vyjit jinudy, nez praveé artikulaci
a z vlastnosti backtrackingu ihned plyne, ze vétev bude probrana celd. Specidlné, vejde-li algoritmus
zalozeny na backtrackingu do koncového bloku, neopusti jej, dokud jej cely neprozkouma. Této vlastnosti
se vyuziva pri hledani bloku a artikulaci grafu. Otazkou vsak zustdva, jak pri zpétném kroku pozname,
ze jsme v artikulaci. Tarjan v roce 1972 navrhl nasledujici postup.

1. Uzly ocislujeme poradim, ve kterém byly zafazeny do stromu prohleddvani, a tato ¢isla oznacime
p().

2. Pro kazdy uzel x soubézné postupné vypocitavame dolni ¢islo r(z) podle nasledujicich pravidel:
a) pii objeveni nového uzlu polozime r(x) = p(z),
b) pfi nalezeni chordy xy polozime r(x) = min {p(y), r(z)},
¢) pii zpétném kroku z x do y polozime r(y) = min {r(y), r(x)}.

Snadno je vidét, ze ¢islo r(z) uddvd nejmensi pofadové ¢islo uzlu, do néhoz se lze z uzlu x dostat
orientovanou cestou, sklddajici se z hran stromu a (na konci) z pravé jedné chordy. Nyni jiz lze poznat
artikulaci podle nésledujiciho pravidla.

Uzel = s p(x) > 1 je artikulaci, prave kdyz existuje jeho néslednik y ve stromu prohleddvani takovy,
ze plati r(y) > p(x). Jinak Feceno, pravé kdyz existuje takovy ndslednik, z néhoz se nelze dostat chordou
do uzlu s niz8im p(u), nez mé uzel x.

Uvedli jsme, ze tento postup lze pouzit i pro hledani bloku grafu. Chceme-li generovat bloky grafu,
tak vzdy, kdyz pfi zpétném kroku nalezneme artikulaci z, ddme na vystup vSechny hrany prozkoumané
mezi prvnim (dopfednym) a druhym (zpétnym) prichodem uzlu z a timto postupem nalezneme vsechny
bloky grafu.
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Dalsi modifikace backtrackingu

Artikulace a bloky jsme diky backtrackingu nalezli v ¢ase O(m + n). Existuje podobnd metoda, kterd
pii stejné ¢asové slozitosti vyhledd kvazikomponenty a uréi kondenzaci pro orientované grafy. Je opét
zalozena na backtrackingu, konkrétné na jeho modifikaci pro grafy s orientovanymi hranami. Uréeni
kvazikomponent, resp. kondenzace, je sice mozné i z distan¢ni matice, ale samo nalezeni distanéni matice
mé ¢asovou slozitost O(n?).

5.3 Algoritmy zjistovani k-souvislosti

Backtracking lze vyuzit i pro hledani biartikulaci (dvouuzlovych fezi) a 3-komponent (maximdlnich
3-souvislych podgrafi) a ¢asovd slozitost je opét O(m + n). Pro vyssi souvislosti grafu jiz podobné
jednoduché postupy zalozené na backtrackingu nejsou znamé. Vzdy lze ale pouzit obecny postup, zalozeny
na prevodu na problém nalezeni maximalniho toku v siti, ktery jsme poznali v dukazech Ford-Fulkersonovy
a Mengerovy véty z kapitoly vénované miram souvislosti grafu.

Hranova souvislost

Obecné je hg(a,b) rovna velikosti maximalniho toku v siti, jez vznikne symetrickou orientaci grafu G
s jednotkovou propustnosti vSech hran, povazujeme-li uzel a za zdroj a uzel b za stok. Touto metodou
ziskdme feSeni v ¢ase O(n?) (s pouzitim nejrychlejstho zndmého — Dinicova — algoritmu na maxim4alni
tok). Chceme-li zjistit hranovou souvislost grafu, provedeme vyse uvedeny postup pro vSechny dvojice
uzlii a uréime tak h(G) v éase O(n®). Nejlepsi zndmé vylepseni (Even, Hopcroft, Tarjan) snizuje odhad
¢asové slozitosti na O(m?y/n), kde m = |H(G)|. Protoze obecné plati m ~ n?, ¢asovd slozitost tohoto
postupu je nejvyse O(n*9).

Uzlova souvislost

Uzlové souvislost mezi dvéma uzly se uréi pomoci myslenky z dikazu Mengerovy véty (“Stépeni uzli” a
prevod na toky). Casova naroénost tohoto postupu je, stejné jako v pifpadé hranové souvislosti, O(n?)
(odhady casové slozitosti pro hranovou souvislost se jen ndsobi konstantou). Pro cely graf dostaneme
slozitost O(n*?), tedy stejnou, jako pro hranovou souvislost. Oba tyto postupy jsou nejlepsf zndmé pro
k-souvislost pro k > 4.

5.4 Backtracking pro generovani hamiltonovskych cest a cykla

Prohleddvéni grafi umoziuje algoritmizovat i jiné problémy, kdy v grafu potiebujeme probirat cely
strom prohleddvani. Nyni si uvedeme piiklad, ve kterém budeme modifikovat backtracking pro generovani
hamiltonovskych cest a cyklu (tj. cest a cykli prochézejicich viemi uzly grafu).

Modifikace backtrackingu

Obecné schema backtrackingu budeme modifikovat nasledujicimi pravidly.
1) Nebereme v tvahu chordy,
2) pii |D| = n testujeme existenci hrany do pocéteéniho uzlu; vysledkem je cesta (hrana neexistuje)
nebo cyklus (hrana existuje),
3) pii zpétném kroku se ptdme, zda existuje néslednik s vyssim ¢islem, jakmile jej ale nalezneme,
tak pfi nasledném dopfedném pohybu prozkouméavame opét vSechny uzly grafu, které nejsou
v mnoziné D.
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Piiklad. Méjme dan nasledujici graf a hledejme hamiltonovské cesty a cykly.

D w | prohleddvand hrana
1 1 1113
1,3 3132
1,3,2 2124
5 5 1,3,2,4 | 4[45 )
1,3,2,4,5 | 5 | test (5,1) € H(G)
ne-cestal—3—2—-4—-5
1,3,2,4 4 | -
1,3,2 2| -
1,3 3134
1,3, 4 4145
4 5 1,3,4,5 5152
1,3,4,5,2 | 2 | test (2,1) € H(G)
ano - cyklus 1 -3 —-4—-5-2-1
1,3,4,5 5 -
1,3, 4 4 | -
1,3 3135
1,3,5 5152
1,3,5,2 2124
1,3,5,2,4 | 4 | test (4,1) € H(G)
ano - cyklus 1 —=3—-5—-2—-4-1
1,3,5,2 2| -
1,3,5 5 -
1,3 3 -
1, 1| -
0 KONEC

Nalezli jsme jednu cestu a dva cykly. Kdybychom chtéli najit i cesty, zac¢inajici v jinych uzlech, tak bychom
museli aplikovat algoritmus s ptislusnym vychozim uzlem. V tomto pfikladu vSak jiné cesty neexistuji.
Nyni bychom mohli pro ohodnoceny graf vy¢islit sumu cen hran na hamiltonovskych cyklech a fesit ilohu
obchodniho cestujiciho.

Tento algoritmus samoziejmé neni efektivni. Backtracking sice pracuje v ¢ase O(m + n), ale hod-
noty m,n jsou hodnotami pro piislusny rozhodovaci strom, nikoliv pro graf G. Je zfejmé, ze pocet uzli
rozdodovaciho stromu obecné roste exponencialné vzhledem k poctu uzla grafu G.

Christofides uvadi pro podobné pokusy empiricky vzorec, podle néhoz za jednu sekundu je zpracovan
graf s priblizné 25 uzly a kazdé dalsi zvyseni poctu uzlli o dva prodlouzi vypocet vice nez na dvojnisobek
puvodniho ¢asu. Odtud vychazi nésledujici orienta¢ni tabulka ¢asové narocnosti.

pocet uzla | 50 60 70 80
cas 1.6 hodiny | 2.14 dne | 68.7 dne | 6 let

5.5 Heuristiky pro hledani hamiltonovské kruznice

Heuristika je polynomiélni postup, ktery neprobere vSechny moznosti, ale v nékterych piipadech “umi”
dat odpoved. M4 tzv. ordkulum, které ji fekne, co probirat nemusi. Vysledek aplikace heuristiky je
zpravidla bud kladna odpovéd, nebo heuristika “nevi” (tj. heuristika zpravidla neumi dét zdpornou
odpovéd). I pii odpovédi “nevim” vSak pFesto mize kladné feSeni problému existovat. Uvedeme zde dvé
heuristiky pro hledani hamiltonovské kruznice v grafu.

Pésova heuristika

Pésova heuristika se snazi o piimocaré prodluzovani cesty. Pokud to neni mozné, tedy pokud neexistuje
hrana z koncového uzlu do néjakého volného, vezme hranu do nékterého uzlu cesty a provede modifikaci,
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znazornénou na nasledujicim obrazku.

///——\\\
~ N
_ N
S e .. L ..

T1 X LTi41 z 1 Zi LTi41 z

Pésova heuristika tedy vybere uzel x1, najde cestu do dalstho uzlu x5 atd. Kdyz dorazi do uzlu z,
odkud piimé pokracovani neni mozné, musi mit takovy uzel hranu do nékterého z jiz prohledanych uzla
(napf ;). Odstrani se hrana {x;, x; 11}, piidd se {z, z;} a pokracuje se v uzlu z;;1. Je vSak nutnd ochrana
proti zacykleni. Pokud tato heuristika nenalezne feSeni, precisluji se uzly a aplikuje se znovu. Testy této
heuristiky ukazaly (i pres jeji jednoduchost) velmi dobré vysledky.

Jind dobra heuristika je zalozena na pojmu uzavéru grafu, majicim ovSem i samostatnou dulezitost.
Nejprve ale uvedeme nékolik tvrzeni, potfebnych pro zavedeni pojmu uzavéru grafu.

Véta 5.2. (Dirac) Necht G je graf nan > 3 uzlech. Je-li 6(G) > %, pak je G hamiltonovsky.
Diracova véta plyne ihned z nasledujiciho obecnéjsiho tvrzeni.

Véta 5.3. (Ore) Jestlize pro vSechny dvojice nesousednich uzli z,y grafu G plati d(x) + d(y) > n,
pak je graf G hamiltonovsky.

Diikaz Oreho véty je zalozen na nasledujicim lemmatu.

Lemma 5.1. (Ore) Necht u,v jsou dva nesousedni uzly grafu G takové, Ze d(u) + d(v) > n. Pak G
je hamiltonovsky, pravé kdyz graf G + {u,v} (vznikly priddnim hrany {u,v} do G) je hamiltonovsky.

Dukaz.
1. Je-li G hamiltonovsky, je zfejmé G + {u, v} téz hamiltonovsky.

2. Nechf naopak G + {u,v} je hamiltonovsky; chceme ukézat, ze graf G je rovnéz hamiltonovsky.

V G + {u,v} existuje hamiltonovskd kruznice C. Neni-li {u,v} na C, pak je kruznice C' i v grafu
G a jsme s dukazem hotovi. Necht tedy {u,v} € H(C). Odstranénim hrany {u, v} ziskdme v grafu
G hamiltonovskou cestu P mezi uzly u a v. Ocislujme jeji uzly v = x1,22,..., Tn_1,2n = V.
Oznacime:

M = {zi| {u, 211} € H(G)},

N = {z;| {x;,v} € H(G)}.
Pak |M| = d(u) a [N| = d(v), a tedy podle pfedpokladu lemmatu je

[M] + |N| = d(u) +d(v) = n.

Je ztejmé, ze uzel v neni v zddné z mnozin M, N, a tedy je nutné |M U N| < n. Proto je nutné

MNN # (. Zvolme z; € MNN. Pak ale kruznice, uréend posloupnost{ uzli (v = z1), 22, ..., z;, (v =
Tn)y Tn—1,.- -, Tit1, (£1 = u) (viz obr.) je hamiltonovskd kruznice v G.
O
_ - - =~ - _ - - =~ -
- \/\/ ~ ~
L i D U, i s e - D I e ..,

u=1T1 Ti  Titl Tp =0
U =121 X L1 Lp =V



Oreho véta se z tohoto lemmatu dokaze snadno. Protoze podle predpokladu véty vsechny dvojice
nesousednich uzlu spliuji podminku d(z) + d(y) > n, muzeme pfidat do grafu G vsechy chybéjici hrany.
Vznikly uplny graf je samoziejmé hamiltonovsky, a tedy je hamiltonovsky i graf G.

Bondy s Chvatalem (1974) zjistili, ze z Oreho lemmatu lze ziskat podstatné vice.

Definice 5.1. Uzéivérem grafu G nazveme graf cl(G), ktery vznikne z grafu G postupnym rekurentnim
priddvéanim vsech hran {u,v}, splnujicich podminku Oreho lemmatu.

Zduraznéme zde, ze pii konstrukci uzdvéru se v kazdém kroku pied pfiddnim hrany {u,v} testuje
Oreho podminka d(u) + d(v) > n na aktudlnim grafu (nikoliv tedy na puvodnim grafu G). Tedy, uzdveér
muze byt dplnym grafem, i kdyz v puvodnim grafu G zdaleka ne vSechny dvojice nesousednich uzli
spliiuji Oreho podminku. Snadnym pitkladem je graf G = C5 + h (tj. kruznice C5 s jednou pfidanou
hranou), majici 5 uzlu, z nichz 3 jsou stupné 2, ale cl(G) je pfesto tuplny graf.

Tvrzeni 5.2. Pro kazdy graf G je jeho uzdvér cl(G) urcen jednoznacné.

Ditkaz. Necht graf G ma dva uzivéry G; a Go; nechf G vznikl piiddnim hran e, es,..., e, a Ga
vznikl pfidanim hran fi, fo,..., fn. Ukdzeme, ze kazda hrana e; je obsazena v G a kazda hrana f; je
v G1. Dukaz provedeme sporem, budeme tedy predpoklddat, ze existuje hrana {u,v} = eg41, kterd neni
v grafu Go a vSechny piedchézejici hrany e;,i < k, v G jsou. Oznaéime graf H = GU{e, ..., ex}. Podle
definice grafu G; musi byt dg(u) + dg(v) > n, ale, podle volby hrany ej41, vSechny piedchozi hrany
ei, 1 < k jsou v Go. Graf H je tedy podgrafem grafu Gs. Tedy i v grafu G5 musi byt splnéna podminka
dg,(u) + dg,(v) > n. To znamend, ze v Gy existuje hrana {u,v} = egy1, oz je spor.

Stejny zptsobem bychom ukézali, ze kazda hrana f; je v grafu G, proto Gi = Go. O

Véta 5.4. (Bondy, Chvatal) Necht G je graf s alespoti tfemi uzly. Je-li cl(G) tiplny graf, potom je
graf G hamiltonovsky.

Pozndmka. Myslenka dikazu Oreho lemmatu poskytuje polynomialni algoritmus na nalezeni hamilto-
novské kruznice v grafu G, jehoz uzavérem je iplny graf. Jak jiz bylo uvedeno diive, obecné je problém
existence hamiltonovské kruznice NP-tplny.

6 Nezavislost, dominance, klikovost a jadro grafu

6.1 Neorientované grafy
V tomto odstavci termin “graf” znamena neorientovany graf.
Definice 6.1. Mnozina A C U(G) se nazyvd nezévisld mnozina grafu G (nékdy “vnitiné stabilni”),

jestlize zadné dva uzly mnoziny A nejsou spojeny hranou.

Priiklad. Klasickym piikladem aplikace nezavislé mnoziny je tzv. iloha o vysilacich. Uzly grafu odpovi-
dajf televiznim vysflatum, hrany spojuji uzly-vysilace, které se vzajemné rusi (a tedy nemohou vysilat
na stejném kandlu). Hleddme maximaln{ mnozinu vysilact, které se vzajemné nerusi.

Poznamka. Je-lli A C G nezdvisla a A C A, pak A’ je také nezdvisld. Ma tedy smysl ptat se na
maximéalni nezavislé mnoziny.

Definice 6.2. Nezgvislost grafu G (znacime a(G)) je nejvétsi pocet prvku nezavislé mnoziny grafu G.
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Poznamka. Zduaraznéme: nejvétsi, nikoliv mazimdlni ! V tom je zdsadni rozdil, jak ndam ukazuje
nasledujici priklad.

Priklad.

Zakrouzkované uzly jsou uzly patfici do nezavislych mnozin. Ve vSech tfech piipadech jsou tyto nezavislé
mnoziny maximélni, ale nejvétsi je jen v poslednim piipadé. Tedy, a(G) = 4.

Poznamka. V anglicky psané literatuie se maximalni X nejvétsi rozlisuje jako mazimal X mazimum

(takze napiiklad “nejvétsi nezavisld mnozina” se anglicky fekne “a maximum independent set”).

Poznamka. [ z hlediska algoritmické slozitosti je rozdil mezi hledanim nejvétsi a maximalni nezavislé
mnoziny velmi zdsadni. Nalezeni nejvétsi nezavislé mnoziny je NP-tézky problém (s jedinymi zndmymi
postupy typu “hrubd sila” se slozitosti O(2")), zatimco nalezeni maximdlni nezdvislé mnoziny je poly-
nomidlni problém, fesitelny snadno postupy typu hladového algoritmu.

Definice 6.3. Mnozina B C U(G) se nazyvd (uzlové) pokryti grafu G, jestlize pro kazdou hranu
{z,y} € H(G) je x € B nebo y € B (mohou byt i oba).

Poznamka. Je-li B pokryti G a B’ D B, pak B’ je také pokryti. M4 tedy smysl hledat nejmens{ pokryt{
grafu G.

Definice 6.4. Pokryvaci ¢islo grafu G (znacime B(G)) je pocet prvku nejmensiho pokryti grafu G.

Priiklad.
1. Dopravni tlohy, kontrola vSech spojnic z minimédlniho po¢tu uzlu (policisté na kiizovatkach,
minimalizujeme jejich pocet tak, aby kontrolovali vsechny ulice).
2. Dopliiky nezéavislych mnozin z obrazku piikladu na minulé strané jsou pokryti grafu G.
Predchozi ptiklad piimo motivuje néasledujici vétu.
Véta 6.1. Mnozina A C U(G) je nezdvisla pravé kdyz B = U(G) \ A je pokryti G.

Diukaz. A je nezavisld < zaddna hrana nemd oba konce v A < kazda hrana méa alespon jeden konec
v B & B je pokryti. O

Dusledek 6.1. Pro kazdy graf G plati

a(G) + B(G) = [U(G)|.

Dikaz. Je-li A nejvétsi nezdvisld mnozina v G, pak U(G) \ A je nejmensi pokryti. O
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Nésledujici véta ukazuje jednu zajimavou souvislost mezi nezavislosti a dalsimu vlastnostmi grafu.

Véta 6.2. (Chvéatal, Erdés) Necht G je k-souvisly graf (k > 2) s «(G) < k. Pak je G hamilto-
novsky.

Diitkaz. Piedpoklidejme, ze G neni hamiltonovsky, a necht C je nejdelsi kruznice v G. Podle piedpokladu
C nen{ hamiltonovskd kruznice v G, a tedy graf G — U(C') mé alespon jednu neprézdnou komponentu
H. Podle Mengerovy véty 4.7 7 existuje k uzlové disjunktnich cest Py,. .., Py tak, Ze P; ma koncové uzly
x; € U(H) ay; € U(C), a voitin{ uzly P; jsou mimo U(H)UU(C), i = 1,...,k. Ozna¢me z; € U(C)
naslednika uzlu y; na C (pti néjaké pevné zvolené orientaci kruznice C), i = 1,...,k, a necht zq je
libovolny uzel v H. Pak se snadno presvédéime, ze mnozina M = {zg, z1,..., 2k} je nezdvisld mnozina
v G, protoze v opa¢ném piipadé bychom snadno sestrojili kruznici, ktera je delsi nez C. Pak ale M je
(k 4+ 1)-prvkova nezavisld mnozina v G, coz je spor s predpokladem a(G) < k. O

Obdobnou technikou lze dokazat i nasledujici vétu, tematicky souvisejici s tvrzenimi odstavce 5.5.

Véta 6.3. (Dirac) Necht G je k-souvisly graf (k > 2). Pak pro kazdou mnozinu M C U(QG), |M| < k,
existuje v grafu G kruznice C' takovd, ze M C U(C).

Dikaz. Predpoklddejme, ze takova kruznice v G neexistuje, zvolme C tak, aby obsahovala co nejvice
prvkit mnoziny M, a necht H, P;, x; a y; m4 stejny vyznam jako v ditkazu véty 6.2. Protoze C neobsahuje
vsechny prvky M, lze H zvolit tak, ze existuje z € U(H) N M. Uzly y1,...,yr déli kruznici C' na k cest
a protoze |M| < k, alespon jedna z téchto cest neobsahuje zZadny prvek mnoziny M. Pak lze ale snadno
nalézt kruznici C’ takovou, ze (U(C) N M) U {z} C U(C"), coz je spor s volbou kruznice C. m|

Pokusme se nyni hledat odpovéd na otdzku, kterd je v jistém smyslu opakem nezdvislosti grafu:
hledejme podmnoziny uzli, které jsou v§echny spojeny hranami.

Definice 6.5. Podgraf K C G se nazyva klika grafu G, jestlize
a) K je dplny podgraf
b) jestlize K C K' C G a K’ je tiplny podgraf, pak K = K'.

Tedy, jinak feceno, klika je maximalni uplny podgraf.

Piiklad. V tomto grafu je kazdy z plné vytazenych trojihelniku K3 klikou (je maximélni), ale neni
nejvétsi. Nejveétsi klika je Ky - v obrazku je zakreslena ¢arkované.

Definice 6.6. Klikovost grafu (znacime w(G)) je nejvétsi pocet uzlu kliky grafu G.

"Pfesnéji vzato — potfebujeme zde obecnéjsi verzi Mengerovy véty, kterd iika, ze v k-souvislém grafu existuje k uzlové
disjunktnich cest i mezi kazdymi dvéma disjunktnimi souvislymi podgrafy. Dukaz tohoto tvrzeni je analogicky dukazu
véty 4.7.
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Piiklad. Pro graf z minulého piikladu je w(G) = 4.

Definice 6.7. Necht G je graf. Potom graf G = (U(G), (U(2G)) \H(G)) se nazyvd doplnék grafu G.

Piiklady:
]-) G: G:P4
2) G=" G=P;~G
3) G = G=Cs~G

Cs
Poznamka. Pokud je graf izomorfn{ se svym doplitkem, hovofime o autokomplementdrnim grafu (napf.

Ps, C5). Napi. na Sesti uzlech vsak takovy graf neexistuje (graf na Sesti uzlech spolu se svym doplikem
mé celkem (g’) = 15 hran, coz je lichy pocet).

Véta 6.4. Necht G je graf. Pak
a(G) = w(G).

Dikaz. Mnozina A C U(G) je nezédvisla, pravé kdyz zadné dva jeji uzly nejsou spojeny hranou, tedy
pravé kdyz v G jsou kazdé dva jeji uzly spojeny hranou. Odtud plyne, Zze A je maximélni nezdvisla
mnozina, pravé kdyz A tvoii v grafu G kliku. O

Priklad.

12

a(G) =4

Definice 6.8. Mnozina B C U(G) se nazyvd dominantni mnozina (téz vnéjskové stabilni) grafu G,
Jjestlize pro kazdy uzel x ¢ B existuje uzel y € B takovy, ze {z,y} € H(G).
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Jinak feceno, B je dominantni, jestlize kazdy uzel lezi v B, nebo v ni m4 souseda.
Pozndmka. Je-li B dominantni a B’ D B, pak B’ je také dominantni. M4 tedy smysl ptit se na

minimalni a na nejmensi dominantni mnozinu.

Definice 6.9. Pocet prvki nejmensi dominantni mnoziny grafu G se nazyva ¢islo dominance grafu G
a znaci se y(G).

Priiklad. Opét je potieba dusledné rozliSovat mezi minimdln{ a nejmensi dominantni mnozinou:

Miniméln{ Minimé&ln{ Nejmensi v(G) = 1

Véta 6.5. Necht A C U(G) je nezdvisld mnozina grafu G. Pak A je maximalni nezavisld mnozina,
pravé kdyz A je dominantni.

Ditkaz. Necht A je nezdvisld mnoZina.
1) Je-li A dominantni, potom kazdy uzel mimo A md v A souseda, z ¢ehoz vyplyvéd, ze zddny takovy
uzel jiz nelze pfidat do A pfi zachovani nezévislosti. A je tedy maximalni.
2) Je-li A je maximdlni nezavisld mnozina, pak do ni nelze pfidat zddny uzel pii zachovéni nezdvis-
losti. Odtud plyne, ze kazdy uzel nepatiici do A mé v A souseda, a tedy A dominantni.
O

Véta 6.6. Kazda maximalni nezavisla mnozina je minimalni dominantni mnozina grafu G.

Dikaz. Podle pfedchozi véty je maximélni nezdvisla mnozina dominantni. Je tedy tfeba dokdzat, ze je
minimélni dominantni. Kdyby nebyla minimalni, tak v ni existuje uzel z takovy, ze A\ {z} je dominantni.
Potom uzel x je sousedem néjakého uzlu z mnoziny A. Ale to znamend, ze A by uz nebyla nezavislé, coz
je spor. O

Poznamka. Implikaci ve vété nelze obratit. Miniméalni dominantni mnozina totiz nemusi byt nezavisla
(viz obrézek).

Disledek 6.2. Pro kazdy graf G plati +(G) < a(G).
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Dikaz. Plyne z ptedchoziho. m|

Priklady. Nasledujici priklady ukazuji, Ze v nerovnosti v dusledku 6.2 muZe nastat rovnost i ostra
nerovnost.

1) N 2)
a(G) =(G) =2 a(G) =7(G) =2
3) j :
a(G)=3 Y(G) =2
4) : z : :
a(G) =n (@) =1

Definice 6.10. Mnozina uzlu C C U(G), kterd je soucasné nezavisld i dominantni, se nazyva jadro
grafu G.

Véta 6.7. Kazdy neorientovany graf ma jadro.

Diukaz. Jadrem je vlastné kazdd maximélni nezavisld mnozina, protoze podle véty 6.6 je i dominantni.
O

Poznamka. Piipomenme, ze rozhodnuti, zda v daném grafu G existuje nezavisld mnozina dané veli-
kosti, je klasicky NP-tuplny problém, a tudiz nejsou znadmy zadné efektivni algoritmy, umoznujici nalezeni
¢isla a(@G). (Podrobnéji se témito otdzkami budeme zabyvat v kapitole 9.) Naproti tomu, nalezeni ma-
ximaln{ nezdvislé mnoziny je snadné hladovym algoritmem (zvolime libovolny uzel, odstranime jej i s
jeho sousedy a ve zbylém grafu postup opakujeme). Tento postup je jednak polynomidlnim algoritmem
pro nalezeni jadra neorientovaného grafu, ale zdroven heuristikou, poskytujici dolni odhad éisla «(G).

Situace je obdobna s klikovosti, dominanci i pokryvacim ¢islem. Vzdy je mozno snadno najit maximal-
ni, resp. minimalni mnoziny v polynomialnim ¢ase, zatimco piislusna otazka pro nejvétsi, resp. nejmensi
mnoziny je NP-tézka.
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6.2 Jadro orientovaného grafu

Definice 6.11. Bud G orientovany graf. Rikdme, 7e mnozina A C U (é) je nezavisla, jestlize zadné dva
Jjeji uzly nejsou spojeny hranou.

Poznamka. Definice nezavislé mnoziny je tedy shodnd pro orientované i neorientované grafy.

Definice 6.12. Bud G orientovany graf, C' C U(C_j) Mnozina C se nazyva jadro grafu G, jestlize
(1) C je nezavisld mnozina,
(13) pro kazdy x € U(G) \ C existuje y € C tak, Ze (z,y) € H(G).

Nézorné — podminka (i¢) ikd, ze z kazdého uzlu mimo jadro existuje hrana do jédra.

Piiklad. Je-li G cyklus liché délky, pak G nema jadro. To se nahlédne snadno: zvolime-li (symetrie)
prvni uzel jadra libovolné, pak z (i) a (ii) vyplyva, ze v C lezi “kazdy druhy” uzel cyklu, ale posledni
uzel nelze zahrnout do C' ani nechat mimo C.

Jedna z motivaci pojmu jadra pochézi z teorie her. Uvedeme si dva jednoduché piiklady.

Piiklad. Na hromadce je deset zapalek, hraci stiidavé ubiraji jednu nebo dvé. Vyhrava ten, ktery
vezme posledni zapalku.

Pozicim hry (pocet zdpalek, které ztistaly ve hie) piitadime uzly grafu a vSechny mozné tahy ndm
vytvoi{ hrany grafu (viz ndsledujici obrazek).

Uzly patiici do jadra jsou opét zakrouzkovany.

Hrac, ktery prvni tdhne do jadra, m& moznost pii jakémkoliv tahu soupere tdhnout zpét do jadra
(2. vlastnost), ale soupef tuto moznost nemd (1. vlastnost). Hra¢, ktery za¢ind, tedy nemuze prohrét
(samozfejmé, neudéld-li chybu).

Obecneé: Jestlize graf, odpovidajici hie, mé jadro, pak hrac, ktery prvni tahl do jadra, mé strategii,
zarucujici to, Ze neprohraje (muze ovsem dojit k remize - pii pohybu v cyklu).

Priklad.

7 — zacatek hry, K — konec hry. Vyhrava ten, ktery prvni tahne do K.

Zacinajici hra¢ A si nalezne jddro — tdhne do jadra. Protihra¢ B: kdyby na d, tak A vyhraje. Tedy
na a. A: kdyby na d, vyhraje B. Tedy na c. B: kdyby na d, vyhraje A. Tedy na Z, ¢imz si vynuti remizu
cyklem.

To je tim, ze B mé také tah do jadra, zvolime-li jiné jadro, jaké nam ukazuje néasledujici obrazek:
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Otazka: Kdy ma4 orientovany graf jadro? Napiiklad lichy cyklus jadro nem4, zatimco kazda symetricka
orientace neorientovaného grafu ano.

Véta 6.8. Kazdy acyklicky graf ma jadro.

Diuikaz. Ocislujme uzly podle véty o acyklickych grafech a definujme funkci f : U (é) — Ny (ohodnoceni
uzlu celymi nezdpornymi ¢isly):

flun) =0 .

f(u;) =min{k € No; k & {f(v)); (w;,v;) € HG)}}, i=n—1,...,1.

Tato funkce se nazyva Grundyho funkce.

—

Oznatme C = {x € U(G); f(x) = 0}. Pak C je jadro. O

Piiklad. Na nésledujicim obrazku jsou hodnoty Grundyho funkce jednotlivych uzlu zakrouzkovéany.

6@

Plati jesté vice.
Véta 6.9. Kazdy orientovany graf bez cyklii liché délky ma jadro.
Dikaz. (myslenka). Jadro grafu bez lichych cykla lze nalézt nésledujicim postupem.

1. Necht G je vystupni kvazikomponenta grafu G (tj. kvazikomponenta, odpovidajici vystupnimu
uzlu kondenzace). Zvolme libovolné = € U(Gy) a polozme

So = {y € U(Gy)| zy do z existuje orientovany sled sudé délky}.
(Poznamenejme, zZe sled nulové délky je také sudy sled, a tedy = € Sp.) Diky predpokladu neexistence
lichych cyklu je Sy jddrem Go.
2. Je-li Gy = G (tj. G je silné souvisly), jsme hotovi. V opa¢ném piipadé polozime
Gy =G —(Sou{y e UG)| 3z € Sy tak, ze (y,2) € H(G)}),
a pro graf el cely postup opakujeme.

3. Skonci-li uvedeny postup po k krocich, je jadro S grafu G sjednocenim takto nalezenych mnozin:
S=5USU...S. O
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Pozndmka. Myslenky dukazu vét 6.8 a 6.9 ddvaji zdroven algoritmy pro nalezeni jédra (v téchto
specidlnich pifpadech).

Poznamenejme jesté, ze charakteriza¢ni véta orientovanych grafu s jddrem neni zndma, a otdzka
existence jadra v obecném orientovaném grafu je NP-uplny problém.

7 Barevnost grafu

Priklad. (rozvrh hodin) Je ddn kurs, obsahujici M predndsek, pficemz nékteré predndsky nemohou
probihat soucasné (stejny ucitel, stejni studenti, stejnd specializovand laboratof apod.) Ukolem je zjistit,
v jakém nejkratsim Case lze odprednéset cely kurs.

A|B|C U, V, W ...ucitelé
1| UJU| W A, B, C ...predméty
[V U |V 1,2,3 ... tidy
3 \%

Predmét C mé specidlni uéebnu
Strukturu vyuky popiseme grafem tak, ze jednotlivym vyucovacim pfedmétum piifadime uzly grafu,
a dvojicim predmétu, které nelze prednaset ve stejnou dobu, pritadime hrany grafu. Graf této ulohy pak

bude vypadat takto:
yp 1C

3C A
1B
1A 2C 2B
13 B 2A
W \V 20
1C 2A 3C

Uzlum pfidélime vyucovaci hodiny tak, ze sousedni uzly nebudou mit stejnd ¢isla (hrany grafu fikaji,
ze dané predndsky nesmi probihat soucasné). Po chvili pokusu zjistime, ze — prekvapivé — dany kurs nelze
narozvrhovat do 3 hodin; potfebujeme alespon 4 vyucovaci hodiny.

12

Piiklad. (sit vysila¢il) Vytvoifme ndsledujici graf: uzly grafu odpovidaji vysila¢im TV, hrany spojuji
dvojice vysilacu, které se navzijem rusi a tedy nemohou vysilat na stejném kandlu. Cilem je nalézt
minimélni poc¢et kanala pro vysilani.

7.1 k-obarvitelnost a chromatické cislo grafu

Definice 7.1. Graf G se nazyva k-obarvitelny, jestlize kazdému jeho uzlu Ize priradit jednu z “barev”
1...k tak, ze zadné dva sousedni uzly nemaji stejnou barvu.

Pozndmka. Kazdy graf je |[U(G)|-obarvitelny (kazdy uzel jinou barvou).

Definice 7.2. Nejmensi prirozené cislo k, pro které je graf G k-obarvitelny, se nazyva chromatické ¢islo
(barevnost) grafu G a znadi se x(G).
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Piiklad. Graf z piikladu o rozvrhu hodin mé barevnost 4.

Poznamka. Uloha nalezeni chromatického &isla grafu je ekvivalentni loze rozlozeni mnoziny uzlu grafu
na minimalni pocet nezavislych podmnozin.

Piiklad.
Je-li G kruznice sudé délky, pak x(G) = 2.
Je-li G kruznice liché délky, pak x(G) = 3.
Je-li G strom, pak x(G) = 2.
Je-li G dplny graf, pak x(G) = n.

Tvrzeni 7.1. Necht G obsahuje jako podgraf tiplny graf Kj. Pak x(G) > k.
Dukaz. Kj ma chromatické ¢islo k, G tedy musi mit chromatické ¢islo > k. O

Pozndmka. Graf z piikladu o rozvrhu hodin ukazuje, ze ve vété muze platit ostrd nerovnost. Tento
graf neobsahuje jako podgraf zadny Ky, ale presto x(G) = 4.

Horni odhad chromatického ¢isla dava nasledujici tvrzeni.

Véta 7.1. Pro kazdy graf G plati x(G) < A(G) + 1, kde A(G) je maximélni stupen grafu G.

Dukaz. Indukef podle n = |U(G)|.
1. pro n =1 je tvrzeni ziejmé: A(G) =0 a x(G) = 1.

2. necht tvrzeni plati pro kazdy graf s n—1 uzly a G ma n uzld. Sestrojme G’ odstranénim libovolného
uzlu u. Pak G’ md n — 1 uzli a maximélni stupen < A(G); podle indukéniho predpokladu je
obarvitelny A(G) 4 1 barvami. Uzel u m4 stupen nejvyse A(G) a tedy jeho sousedi maji nejvyse
A(G) barev — lze jej tedy obarvit tou z A(G) 4 1 barev, kterou ziddny z jeho sousedu nem4.

O

Tato véta se da jesté zesilit:

Véta 7.2. (Brooks) Pro kazdy graf G plati x(G) < A(G) az na tyto dvé vyjimky:
I. G md komponentu Kac)+1),
II. A(G) =2 a G m4 za komponentu kruznici liché délky.

Dausledek 7.1. Je-li G souvisly graf, ktery neni iiplnym grafem ani kruznici liché délky, pak x(G) <
A(G).

Priklad.
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Ptirozenou otazkou je, kdy mé graf malou barevnost.
Prvn{ krok je trividlni: x(G) = 1 <= H(G) = 0.
Naproti tomu, grafy barevnosti 2 jiz tvoii dulezitou a pomérné bohatou t¥idu.

Véta 7.3. x(G) =2 pravé kdyz H(G) # 0 a G neobsahuje kruznici liché délky.

Dikaz.
1. M&-1i G kruznici liché délky, pak G zfejmé neni 2-obarvitelny.
2. Necht G nem4 kruznici liché délky, indukei podle poétu kruznic dokazeme 2-obarvitelnost.
(7) Jestlize G nem4 kruznici, pak je to strom a x(G) = 2.
(1) Necht kazdy graf bez lichych kruznic s nejvyse k — 1 kruznicemi je 2-obarvitelny; G m4a
k sudych kruznic. Odstranme hranu {z,y} nékteré kruznice C, pak zbyly graf je podle
indukéniho pfedpokladu 2-obarvitelny; protoze C' je sudd, maji x a y ruzné barvy a
obarveni lze pfenést na graf G.
O

Poznamka. Kazdy graf barevnosti 2 je podgrafem nékterého uplného bipartitniho grafu K, ,,. (Dukaz:
kazdou monochromatickou tiidu uzli grafu G umisti do jedné partity grafu K, ,,). Proto se jim fikd
bipartitni grafy. Je zifejmé, ze o tom, zda je dany graf bipartitni, je mozno rozhodnout v polynomialnim
case (napiiklad hladovym algoritmem).

Pro x(G) > 3 je to ale uz horsi, o ¢emz nds presveédéi nédsledujici véta:

Véta 7.4. Uloha: “urcete, zda je dany graf G 3-obarvitelny” je NP-uplna.
Dikaz. Vétu dokdzeme v kapitole 9. O

Poznamka. Uloha 3-obarvitelnosti je NP-tplna dokonce i pro rovinné grafy; dokonce i pro rovinné
grafy s A(G) < 4 (které jsou 4-obarvitelné podle Brooksovy véty).

Poznamka. Urcen{ barevnosti grafu je zfejmé ekvivalentn{ s nalezenim rozkladu U(G) na minimdln{
pocet nezavislych mnozin. Odtud plyne nasledujici tvrzeni:

Véta 7.5. Pro graf G s chromatickym ¢islem x(G) a nezgvislosti o(G) plati:
L x(@)a(G) = [U(G)],
2. x(G)+a(G) <|UG)| +1.

Dukaz.
1. V optimalnim obarveni grafu G x(G) barvami je kazd4d monochromatickd tiida uzli nezavislou
mnozinou o nejvyse a(G) prveich.
2. Nejvétsi nezavislou mnozinu obarvime 1. barvou a zbylé uzly kazdy jinou barvou ruznou od té
prvni. Pak a(G) 4 pocet barev = |[U(G)| + 1 ; ale pravdépodobné existuje lepsi obarven{ grafu
G, proto <.
O

Poznamka. Nalezen{ x(G) je ovéem NP-té7k4 tiloha. Myslenka druhé ¢dsti dukazu poskytuje ndsledujict
heuristiku:

— hledej v G nezavislou mnozinu,

— obarvi ji 1 barvou a vyhod,

— ve zbytku grafu postup opakuj.
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Heuristika, pfes svoji jednoduchost, je pouzivand a dava slusné vysledky.

Jind pouzivand heuristika, tzv. “sekven¢ni barveni”, je zalozena na myslence dukazu véty 7.1. V kaz-

ppoys

barveného uzlu: ndhodné, od nejvétsich stupnu apod.)
7.2 Barveni map

Piriklad. Pokusime se obarvit mapu tak, jak je zvykem na tzv. “politickych mapach”, tj. tak, aby
sousedni staty mély ruzné barvy. Sousednimi staty pfitom rozumime ty, které spolu sousedi v nekonecné
mnoha bodech. Snazime se samoziejmé minimalizovat poCet pouzitych barev.

Barveni{ mapy se dé prevést na urcen{ barevnosti (duélniho) rovinného grafu (viz obrézek). Rovinnost
grafu zatim budeme uvazovat jen intuitivné, pozdéji se k jejich definici vratime.

V daném piipadé k obarveni potifebuji 4 barvy. D4 se ukazat, ze 4 barvy také vzdy staci:

Véta 7.6. Kazdy rovinny graf je 4-obarvitelny.

Tato véta ddva feSeni jednoho z nejproslulejsich problému celé historie teorie grafu — tzv. Problému
Ctyr barev.

V roviné tedy staci 4 barvy. Jak je tomu na plochéch vyssich rod, nam ukazuje nasledujici véta:

Véta 7.7. (Heawooduv vzorec) Je-li G ulozitelny na plochu rodu vy, pak

o) < |,

Vzorec uvedl Heawood uz roku 1890, dukaz byl kompletné dokonéen (pro rod 0, tj. rovinu) az v roce
1968.

Tento odstavec zakon¢ime piikladem jedné aplikace barveni grafu.

Priklad. (rozklad grafu na vrstvy rovinnych grafii)

Necht je dan graf G a jeho nakreslen{ v roviné (pfi ném# se nékteré hrany mohou “protinat” mimo
uzel). Ocislujeme hrany grafu G a sestrojime graf G’ tak, ze uzly G’ odpovidaji hrandm G a dva uzly G’
jsou sousedni pravé kdyz odpovidajici hrany grafu G se protinaji.

Nalezneme-li obarveni grafu G’, pak kazd4d monochromatickd ti{da uzli v G’ odpovidd mnoZiné ne-
protinajicich se hran grafu G, tj. rovinnému podgrafu. To znamend, ze jsme H(G) rozlozilli na x(G’)
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rovinnych podgrafu. Ukdzeme si to na piikladu grafu K33 na nésledujicim obrazku (éisla v krouzcich
znamenaj{ barvy uzli v obarveni grafu G').

Samoziejmeé, pii praktickém pouziti metody je tieba nejdiive nakreslit graf G s pokud mozno malym
poctem prusec¢iku hran a pak teprve konstruovat G’. Pak lze graf K3 3 (dokonce i K¢ nebo Ky 4) rozlozit
jen na dvé vrstvy.

7.3 Hranové barveni a rozklady grafia

Hranové obarveni grafu lze do jisté miry povazovat za hranovou analogii ndm jiz znamého pojmu uzlového
obarveni.

Definice 7.3. Hranové obarveni grafu G je zobrazeni H(G) do N. Dobré hranové obarveni grafu G je
takové hranové obarveni grafu G, pii némz zadné dvé hrany téze barvy nemaji spolecny uzel. Graf G je
hranové k-obarvitelny, jestlize existuje jeho hranové obarveni k barvami. Chromaticky index x'(G) grafu
G je nejmensi cislo k, pro néz je graf G hranové k-obarvitelny.

Poznamka. Neékdy se misto “dobré hranové obarveni” pouziva termin “piipustné hranové obarveni”
(angl. “proper edge coloring”).

Priklad. Z Brooksovy véty vime, ze chromatické ¢islo grafu G je (az na dvé vyjimky) shora omezeno
maximalnim stupném A(G). Naproti tomu, graf G = K, , md A(G) = n, ale x(G) = 2 — pro uzlové
obarven{ tedy neexistuje dolni mez, kterd by byla funkef A(G). Nésledujici véta ukazuje, ze u hranového
obarveni je situace odlisna.

Véta 7.8. (Vizing) Pro kazdy graf G plati

A(G) < X'(@) < AG) + 1.
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Dikaz. Prvni nerovnost je ziejmé, druhou nebudeme dokazovat. o

Piiklad. Urcete ¢islo x'(Ks).
Podle Vizingovy véty je x'(Ks) > A(Kg) = 7. Ukdzeme, Ze dobré obarveni 7 barvami existuje.

Metoda pruni — geometrickd. Ocislujeme uzly grafu G ¢isly 1, ..., 8, nakreslime uzel 8 “dovniti” a spojime
dle obrazku (leva ¢dst). Vznikly obrézek sedmkrat rotujeme, pficemz pii kazdé rotaci ddme hrandm
dalsi barvu. Sjednocenim vytvofené mnoziny hran dostaneme graf Kg, hranové obarveny 7 barvami.
Povsimnéme si toho, ze kazdd monochromatickd tfida hran tvoii ve vzniklém grafu pdrovani (v tomto
piipadé perfektni).

1 1
°
7 2 0="Te 9
8 ® 00
6ce ® 3 6ce o3
Fe——o4 5e e 4

Metoda druhd — algebraickd. Pracujeme v aritmetice modulo 7. Uzly oéislujeme podle obrazku (pravé
¢dst). Chromatické ti{dy jsou tvofeny nédsledujicimi mnozinami hran.

tiida hrany
1 {1l,0} {2,0} {3,6} {4,5}
{2,00} {3,1} {4,0} {5,6}
{3,00} {4,2} {5,1} {6,0}
{4,00} {53} {6,2} {0,1}
{5,00} {6,4} {0,3} {1,2}
{6,00} {0,5} {1,4} {2,3}
7 {0,00} {1,6} {2,5} {3,4}
Povsimnéme si toho, ze pti této konstrukci dalsi chromatické tiidy dostaneme z prvni postupnym
pri¢itanim jedné.

O U | W N

Definujeme-li v predchozim pitkladu délku hrany {i,j} pfedpisem min{i — j,7 — i} (mod 7), pak
v kazdé chromatické tridé jsou hrany vSech ruznych délek 1,2,3,00. Toto pozorovani umoznuje nasi
konstrukci zobecnit: barvime hrany grafu Ks,, pracujeme v aritmetice modulo 2n — 1, délka hrany je
¢islo min{i — j,j —i} (mod 2n—1), délky hran v kazdé chromatické t¥idé jsou 1,2, ...,n, 00, a vie funguje
obdobné. Tim je dokazana ¢ast nasledujiciho tvrzeni.

Veéta 7.9. X/(KQn—l) = X/(Kgn) =2n — 1.

Diikaz. a) Pro K, je véta uz dokdzana v piedchozim piikladu (nasli jsme obarveni 2n — 1 barvami a
lépe to podle Vizingovy véty nejde).

b) Podle Vizingovy véty je x'(Ka2,-1) < 2n — 1 (pfisludné obarveni dostaneme ihned napt. tak, ze
z K5, s obarvenim z pfredchoziho piikladu vynechdme jeden uzel). Zbyva dokdzat, ze Ko, _1 nelze obarvit
A(G) = 2n — 2 barvami. Necht naopak takové obarveni existuje. Pak je mnozina H(K3,) rozloZena na
2n — 2 monochromatickych tiid, a v kazdé z nich je nejvySse n — 1 hran. Ale pocet hran grafu Ko, 1 je
|H(Kon—1)| = (*%1) = =822 — (9 — 1)(n — 1) > (2n — 2)(n — 1), coZ je spor. O

Jak jsme jiz poznamenali, je-li graf K5, obarven 2n — 1 barvami, pak kazdda monochromatickd t¥ida

hran je 1-faktorem (perfektnim pdrovanim). Dostdvame tak rozklad grafu Ko, na 2n — 1 1-faktorid. Tuto
konstrukei rozkladu grafu Ky, na izomorfni grafy lze dale zobecnit.
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Piiklad. Graf Kg lze rozlozit na 7 kopii grafu P,. Rozklad dostaneme analogickym postupem z jedné
kopie P4 s ohodnocenim dle obrazku postupnym pficitanim jedné (ovsemze v aritmetice modulo 7). Cisla
v krouzcich znamenaji délky hran.

O 0 0

3 0 2 1 00

Z tohoto piikladu je ihned vidét myslenka dukazu nésledujictho tvrzeni (zde symbolem ¢(h) zna¢ime
délku hrany h).

Véta 7.10. Bud G graf o n hrandch. Existuje-li ohodnoceni uzlii grafu G ¢isly 0,1,...,n—1, 00 takové,
ze
(i) pro kazdé dvé hrany hy,hs € H(QG) je £(h1) # £(ha),

(#3) {€(h1),...,8(hn)} ={1,...,n— 1,00},
pak existuje rozklad grafu Ko, na 2n — 1 kopif grafu G.

Poznamka. Uzlové ohodnoceni s vlastnostmi z véty 7.10 se nazyvd “graceful labelling” (Cesky snad
“ptivabné ohodnoceni”). Jedna ze zndmych a dosud otevienych hypotéz fikd, ze kazdy strom m4a ptuvabné
ohodnoceni.

Piiklad. Méme graf osmisténu a pokousime se o jeho rozlozeni na dva faktory 2. stupné. Resenf je na
néasledujicim obrazku (¢isla 1 a 2 u hran ndm udévaji, ve kterém faktoru se hrana naléza).

N/

1

Uspééné jsme tedy graf 4. stupné rozlozili na dva podgrafy 2. stupné. Jde to vzdy? Odpovéd ndm da
nasledujici véta.

Véta 7.11. Kazdy pravidelny graf 4. stupné se d4 rozlozit na dva kvadratické (= pravidelné 2. stupné)
faktory.

Dikaz. G je eulerovsky; sestrojime tedy eulerovsky tah a jeho hrany ocislujeme stiidavé 1 a 2. Toto
oc¢islovani udava piislusnost hran k faktorum. o

Priklad. Na zavér odstavce si ukazeme, jak lze rozklad grafu pouzit na feSeni jednoho klasického
hlavolamu.

Méme 4 kostky se sténami, obarvenymi ¢tyfmi barvami (zlutou, modrou, ¢ervenou a zelenou). Ukolem
je sestavit kostky do sloupecku tak, aby na zadné strané nebyly dvé stény stejné barvy.

Po sestaveni bude kazda barva jednou na kazdé sténé vzniknuvsiho hranolu. Pro kazdou kostku na-
kreslime graf, v némz barvy (uzly) jsou spojeny hranou pravée tehdy, jsou-li na protilehlych sténdch.
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Tyto grafy posklddame do jediného grafu s tim, Zze ohodnotime hrany ¢isly podle toho, z kterého grafu
byly pouzity.

1
2
7l -
4
2l |3 f 30 12
G 1 .
3 i

Ukolem je nalézt dva hranové disjunktni podgrafy, které jsou pravidelné 2. stupné a maji hrany vsech
Ctyt puvodnich grafi. Tyto podgrafy ukazuje nésledujici obréazek.

7l m 7le 2 m
4
P 3 3 1
¢ 1 ! WA ¢ > 7,
4

7 téchto grafu jiz sestavime feSeni 1lohy.

8 Modely vypoctu

V této a néasledujici kapitole vyuzijeme dosud poznané pojmy a poznatky z teorie grafi jako aparit, na
némz vybudujeme zdklady teorie vypocetni slozitosti. Zejména ddme pfesny obsah pojmu NP-tiplnosti
(ktery jsme dosud chédpali spiSe intuitivné), a zdvérem i NP-tplnost nékterych zdkladnich problému
dokézeme.

Chceme-li precizovat pojmy jako “Casova naro¢nost vypoctu”, “polynomidlni problém”, “efektivni
algoritmy” a podobné, musime nejprve najit vhodny abstraktni model pro samotny vypocet, popsany
algoritmem. Je mnoho moznych definic algoritmu (napt. Turinguv pocitac, rekurzivni funkce, program
v nékterém programovacim jazyku apod.). Tzv. “Churchova teze” t{k4, ze kazd4 iloha, algoritmizovatelna
podle nékteré definice, je algoritmizovatelna i podle vSech ostatnich definic.

8.1 Pocitac s libovolnym pristupem

My budeme pouzivat jako model vypoctu tzv. pocitac s libovolnym pristupem, jehoz model je zobrazen na
nésledujicim obrazku. Jeho popis je sice komplikovanéjsi nez napt. u Turingova pocitace, ale tato nevyhoda
je kompenzovédna mnohem snazsi praci s modelem (ktery je blizsi redlnému pocitaci). V anglické literatufe
byvé tento model oznacovan zkratkou RAM (“Random Access Machine”).
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vstupni péska

vstupni
L qeeer T ] ]
jednotka
vstupni
hlava
Programova jednotka
0 pracovni registr
Program
. 1 indexovy registr
Aritmetickd -
2 étova bunk:
Programovy jednotka pamerova puiika
. 3| pamétova buika
registr
4
5
vystupni
hlava
vystupni
L qeeer T ]
jednotka

vystupni paska

V polich vstupni i vystupni pasky jsou celd &isla libovolné velka.
Pamétovych bunék je neomezeny poéet a lze do nich vklddat neomezené velkd é&isla.
Cisla pred registry a paméfovymi buiikami udévaji adresu.

Nadale pojem “pocitac” nebo “stroj” znamené vzdy tento abstraktni model. Pfehledné uvedeme definice
zékladnich pojmu, tykajicich se pocitace s libovolnym piistupem.

Konfigurace pocitace: ptitazeni, které kazdému
poli vstupni pasky
— poli vystupni pasky
— pamétfové buiice
— programovému registru
pritazuje celé ¢islo (= popis okamzitého stavu pocitace).

Pocdtecni konfigurace: existuje n takové, ze
— pole vstupni pasky s adresami n, n+ 1, ...
— vSechna pole vystupni pasky
— viechny pamétové buiiky

obsahuji nuly a programovy registr m4 hodnotu 1. 8

8Tedy na polich vstupni pésky s adresami 0,...,n — 1 jsou vstupni data.
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Vipoéet pocitace: posloupnost konfiguraci Cy, C1, ... takova, ze Cy je pocatecni konfigurace, a krok je
dén nékterym z prikazd (viz déle).

Program pocitace: koneénd posloupnost p1, ... , p, prikaziu.
Prikazy:
— presuny v pameéti
— LOAD operand do pracovniho registru ulozi{ hodnotu operandu (ostatni nezménéno)

— STORE operand  do pamét. buiiky s adresou rovnou adrese operandu ulozi obsah prac. registru
— aritmetické prikazy
— ADD operand k obsahu pracovniho registru se pfi¢te hodnota operandu
SUBTRACT operand od obsahu prac. registru se ode¢te hodnota operandu
MULTIPLY operand obsah pracovniho registru se nasobi hodnotou operandu
— DIVIDE operand obsah prac. registru se déli hodnotou operandu

— vstupy, vystupy
— READ do prac. registru da obsah aktualniho pole vstupni pasky a posune hlavu o 1 vpravo

— WRITE obsah prac. registru ulozi do aktualniho pole vystupni pasky a posune hlavu o 1 vpravo
— skoky
— JUMP ndveésti  ulozi ndvésti do programového registru
— JZERO ndgvésti provede piikaz JUMP, pokud je obsah pracovniho registru roven nule
— JGE ndvésti  provede piikaz JUMP, pokud obsah prac. registru je > 0
N&veéstim rozumime ¢islo instrukce ¢ pitkazu programu, tj. prirozené ¢islo.
— zastaveni
- STOP ukonéi vypocet
— ACCEPT ukond¢i vypocet, u rozhodovacich iloh ma pravdivostni hodnotu 1
— REJECT totéz jako ACCEPT, ale dava hodnotu 0
Zpusoby zaddni operandu:
— j (j je pfirozené ¢&islo nebo nula) - adresa operandu je j, hodnota operandu je obsah buiky
s adresou j.
— xj (J je celé ¢islo) - adresa operandu je i+ j, kde 7 je obsah indexového registru, hodnota je obsah
buiiky s adresou ¢ + j.
— =j (Jj je celé ¢islo) - hodnota je j, adresa nenf definovéna.
Adresovaci chyba: nastane, kdyz se u operandu *j objevi okamzitd hodnota i + j zdpornd. Vypocet se
v takovémto piipadé zastavi.

8.2 Casova a pamétova naroénost vypoctu

Definice 8.1.  Rekneme, Ze vypocet pocitace trval dobu t, jestlize
— v t-tém kroku doslo k:
— provedeni prikazu zastaveni, nebo
— adresovaci chybé, nebo
— déleni nulou,
— v krocich 0, 1, ..., t — 1 zadny z uvedenych pripadil nenastal.
Rekneme, Ze vypocet pocitace pracoval s paméti velikosti m, jestlize
— nebyl proveden prikaz s adresou > m,
— byl proveden prikaz s adresou = m.

Poznamka. To znamend, ze pouzivame tzv. uniformni hodnoceni paméti, tj. takové, pfi némz se
neptihlizi k obsahu bunek a jeho velikosti.
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Toto hodnoceni je zpravidla lepsi nez logaritmické (pfi némz se pii odhadu doby, potfebné pro pro-
veden{ pifkazu, vychdz{ z délky bindrniho zépisu éisla, s nimz se operuje), mé vsak hacek: fakt, ze
nepiihlizime k velikosti obsahu bunék, lze vyuzit ke “zrychleni” tim, ze napt. fadek matice ulozime jako
jedno ¢islo. Tato “Uspora” je samoziejmé jen zdanlivd. Aby vSak nedochédzelo k podobnym nepifesnostem,
dohodneme se takto:

Omezeni 1. Necht p je pevné dany polynom. Pripoustime jen vypocty, pro néZ v Zddné buiice paméti
nenf ¢islo v absolutni hodnoté vétsi nez p(max{n, |c1],|cz2],...,|cn|}), kde c1,. .., ¢, jsou vstupni data.

Kdyby nastal piipad, Ze toto omezeni je ptilis silné, rozdélime velka ¢isla do nékolika bunek a presuny
v paméti provedeme posloupnosti prikazu.

Jak ale vyfesime omezeni rozsahu paméti? Ziejmé plati, ze pocet bunék paméti nebude vétsi nez pocet
kroku vypoctu. Ale rozsah paméti je dan nejvétsi adresou, nikoliv poc¢tem bunék, neni tedy zaruka, ze
uvedend nerovnost bude splnéna. Plat{ ale nasledujici véta.

Véta 8.1. Necht f je funkce a M pocitac, ktery kazdou vstupni posloupnost délky n zpracuje v ¢ase
f(n). Pak existuje pocita¢ M’, ktery zpracuje tyz vstup v ¢ase O ((f(n))?) a v paméti O(f(n)) a dd tyz
vystup.

Dikaz. (myslenka)

Pocitac M’ kopiruje vypocet pocitace M s tim rozdilem, Ze kdykoliv M ukldd4 éislo ¢ na adresu a,
pocita¢ M’ ukladd do dvojice prvnich volnych paméfovych bunék &fslo a a ¢ (technické detaily simulace
nejsou pro nas az tak dulezité, nebudeme se jimi blize zabyvat). Jasné je, ze:

— M’ pracuje v paméti O(f(n)), nebot ukldda nejvyse dvojici idaji pro kazdy krok poéitace M,
— M’ pracuje v case O ((f(n))z), nebot potiebuje O(f(n)) krokl a provede je nejvyse f(n) krat.
O

Dusledek 8.1. Jestlize existuje pocitac, ktery kazdou vstupni posloupnost délky n zpracuje v poly-
nomialnim c¢ase, pak existuje pocitac, ktery kazdou vstupni posloupnost zpracuje v polynomialnim case
i paméti.

Tedy - pfi definici polynomiality se sta¢i omezit na ¢asovou slozitost.
8.3 Problémy (jazyky) tiidy P

Definice 8.2. Vstupnimi daty nebo slovem nazveme kone¢nou posloupnost nul a jednicek. Délkou
slova rozumime pocet ¢lenti posloupnosti vstupnich dat. Jazykem nazveme konec¢nou (nebo i nekone¢nou)
mnozinu slov.

Definice 8.3. Prijimaci pocitac je pocitac, ktery ma nasledujici dvé vlastnosti:
(i) jeho program neobsahuje piikazy WRITE ani STOP,
(#4) pro kazdé slovo w se vypocet zastavi po koneéném poctu krokii provedenim piikaziit ACCEPT
nebo REJECT (aniz by doslo k adresovaci chybé nebo déleni nulou).
Rekneme, Ze prijimaci poéita¢ ptijima slovo w, pokud se vypocet zastavi piikazem ACCEPT | a odmits
slovo q, pokud vypocet skonci prikazem REJECT.
Mnozina prijimanych slov se nazyva jazyk pfijimany pocitacem.

Poznamka. Smysl pravé zavedeného pojmu je v tom, ze piijimaci pocitaé je abstraktnim modelem
algoritmu, fesictho rozhodovaci problém (napf. existence hamiltonovské kruznice v daném grafu).
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Definice 8.4. Necht J je jazyk a f : N — N. Casova (pamétova) sloZitost jazyka J je nejvyse f, jestlize
existuje prijimaci pocita¢c M, ktery prijimd J a kazdé slovo jazyka J délky n zpracuje v case (paméti)

f(n).

Definice 8.5. Tiida P je tfida vsech jazykt J, pro néz existuje polynom p takovy, Ze ¢asova slozZitost
jazyka J je nejvyse p.

Piiklady jazyku tiidy P: posloupnosti vstupnich dat odpovidajici:
— souvislym grafum,
— k-souvislym grafum Vk > 1,
— acyklickym orientovanym grafum, ...

Poznamka. Jestlize pojem piijimacitho pocitace je abstraktnim modelem algoritmu, fesictho rozhodo-
vaci problém, pak pojem jazyka je modelem tohoto problému. Zduraznéme zde, Ze pii zkouméani piislus-
nosti jazyka ( = problému) do nékteré z tiid musi jit vzdy o rozhodovaci problém (napf. “je dany graf
souvisly?”). Optimaliza¢ni problémy musime nejprve na rozhodovaci tlohu pfevést. Napf. misto tlohy
nalezeni minimélni kostry musime uvazovat rozhodovaci problém zda existuje kostra ceny < k pro néjaké
predem pevné dané k.

9 Teorie NP-tuplnosti

Zacneme zdanlivé jinde - u logickych formuli.

9.1 Logické formule

Pro ucely tohoto odstavce vystacime s nejjednodussi definici booleovské proménné a logické formule.
Logickd (booleovskd) proménnd je proménnd, kterd nabyva hodnot 0 (false) a 1 (true).
Definice logické formule je konstruktivni:
(1) konstanty 0 a 1 a kazd4 logickd proménnd jsou logickymi formulemi,
(ii) jsou-li f, g logické formule, pak je logicka formule i viraz f, fAg, fVg, f=9, f< 9 f@g.
(Zde symbol f @ g oznacuje tzv. ”vylucovaci nebo”, které ma hodnotu 1 pravé kdyz ma hodnotu
1 prévé jeden z argumentu f, g.)

Definice 9.1. Ma4-li formule pro dané hodnoty proménnych hodnotu 1, fikdme, Ze je splnéna. Formule,
kterd je splnéna pro vsechny hodnoty proménnych, se nazyva tautologie.

Rekneme, ze formule f proménnych x1, s, . . .,z je splnitelnd, jestlize existuji hodnoty &1, s, . .., Tn,
pro které je f splnéna.

Priklad. Uvazujme logickou formuli f(z,y, z) = (x = §)A(Z = z). Zjistime, pro které hodnoty proménnych
je formule f splnéna.

zlyl|lzl|lZ|gl|lx=g|zZ=z2]|f
0|00 1]1 1 0 0
0Ojo0j1]1]1 1 1 1
0|10} 1]0 1 0 0
0|11} 110 1 1 1
110001 1 1 1
110|1}0]1 1 1 1
1111000 0 1 0
1711} 0]0 0 1 0
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Nage formule je tedy splnitelnd a je splnéna pro vektory proménnych [0,0,1],[0,1,1,],[1,0,0,] a [1,0,1].

Piiklad. Formule f(x,y,2z) = (z = (y V 2)) A (y ® z) nabyva hodnoty 0 pro vSechny vektory [z,y, 2]
(oveite tabulkou) a tedy neni splnitelnd.

Definice 9.2. Proménné a jejich negace se nazyvaji literdly. Literaly a disjunkce dvou ¢i vice literalu
se nazyvaji (disjunktivni) klauzule.

Je-li formule disjunktivni klauzuli nebo konjunkci dvou ¢i vice disjunktivnich klauzuli, fikame, ze formule
je v konjunktivn{ normdln{ formé (tvaru).

Je-li formule v konjunktivni normalni formé a kazda klauzule obsahuje literaly vSech proménnych, rikame,
Ze formule je v tiplné konjunktivn{ normdln{ formé (tvaru).

Poznamka. Nazev “konjunktivni normélni forma”, resp. “plna konjunktivni normalni forma” budeme
v nasledujicim zkracovat KNF, resp. UKNF.

Piiklad. Formule f(z,y,2) = (r = y) A (T = z) neni v konjunktivni normélni formeé (KNF).

Vime ale (viz ptiklad za definici 9.1), kdy je tato formule splnéna a kdy ne. Vezmeme ty hodnoty
proménnych, kdy formule splnéna nenf a slozime formuli (xVyV2)A(zVGV2)A(ZVEHV2)A(ZTVGVZ),
kterd je v UKNF.

Posledni dva ¢leny 1ze zapsat ve tvaru z V ¢, podobné i prvni dva ¢leny slou¢ime do tvaru = V z. Formule
pak ziskd nésledujici podobu: f(z,y,z) = (x V z) A (z V g). Formule je v KNF, ale jiz ne v UKNF.

Poznamka. Lze dokazat, ze pro danou formuli existuje vzdy jen jedina UKNF (je tedy urcena jed-
noznacng). Pro KNF toto obecné neplati — téze formuli muze odpovidat nékolik ruznych KNF. Napf.
formuli z predchoziho piikladu lze zapsat rovnéz ve tvaru f(z,y,2) = (xVyVz)A(x VgV z)A(ZV7Y),
coz je také KNF (nikoliv vsak uplnd).

Analogicky 1ze definovat disjunktivni normalni formu (DNF):

Definice 9.3. Literdly a konjunkce dvou ¢i vice literdlii se nazyvaji (konjunktivn{) klauzule. Je-Ii for-
mule konjunktivni klauzuli nebo disjunkci dvou ¢i vice konjunktivnich klauzuli, fikdme, Ze formule je
v disjunktivnim normélnim tvaru (formeé).

Poznamka. Analogicky muzeme téz definovat uplnou DNF (UDNF)7 a analogické tvrzeni plati pro
jednoznacnost, resp. nejednoznaénost UDNF, resp. DNF (plyne z principu duality).

Piiklad. UDNF formule uvedené v pitkladu za definici 9.1 je f(z,y,2) = (EAGA2)V(ZAYA2)V (z A
gAZ)V (z AgAz). Opét je mozno slu¢ovat dvojice klauzuli az do tvaru f(x,y,z) = (Z A z)V (x A g), coz
je DNF, ale jiz ne tplna.

Véta 9.1.  Kazdou nekonstantni logickou formuli Ize vyjidiit v UDNF i UKNF.

Dikaz. Myslenka dikazu je naznaCena v predeslych piikladech, kde je vlastné popsana konstrukce
téchto uplnych forem. o
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9.2 Problém splnitelnosti logickych formuli — SAT

Nésledujici problém, nazyvany “problém splnitelnosti logickych formuli” (anglicky “satisfiability problem”
— odtud zkratka “SAT”) bude mit pro nds zasadni dulezitost.

SAT
Vstup: logickd formule f(x1,x9,...,2,) v proménnych x1,xs,...,x, v KNF (tj. f =c1 Aca A ... Acp,
kde ¢; jsou klauzule proménnych xy,xo, ..., z,).

Ukol: zjistit, zda je formule f splnitelna.

Priklad. Méjme logickou formuli f = (zVyVZ)A@VIHA@EV2)A(VZ)A(@EVYV2Z)AYV2).
Podafi-li se ndm “uhddnout” hodnoty x = 1, y = 0, z = 1, pak snadno ovéiime, ze f(1,0,1) = 1, a vime,
Ze je splnitelnd.

Naproti tomu formule g(z,y,2) = (x VyV2)A(xVZ)A(2VIV )N (EVYV2)A(ZVH) A (ZVyVZ)
splnitelnd neni. Tento fakt ale neumime algoritmicky efektivné zjistit, museli bychom prozkoumat 23
moznosti (v8echna moznd pfitazeni hodnot proménnym z,y, z).

I dalsi dlohy, napt. k-obarvitelnost, hamiltonovskost, existence kliky velikosti &, maji obdobny cha-
rakter. Pokud feseni existuje a “ndhodou” se nam ho podaii uhodnout, pak ovéfeni, ze to, co jsme
uhodli, opravdu spliuje podminky tlohy, je mozno provést v polynomidlnim case. Pokud vsak feSeni
ulohy neexistuje, pak tento fakt nejsme schopni algoritmicky efektivné (tj. v polynomidlnim case) ovérit.
V odstavci 9.4 si ukdzeme, ze tato shoda neni viibec ndhodné, protoze, jak uvidime v odst. 9.7, problém
SAT je jednim ze zékladnich NP-tuplnych problému.

Nejprve si ale ukazeme, ze omezime-li se na formule, v nichz kazda klauzule mé délku nejvyse 2, pak
je uloha splnitelnosti takovych formuli fesitelnd v polynomidlnim case.

9.3 Problém k-SAT a polynomialita problému 2-SAT

Uloha k-SAT je specidlnim piipadem tdlohy SAT, v némz se omezujeme na formule, u nichz kazd4 klauzule
mé délku nejvyse k (kde k je pfedem dané pfirozené ¢islo). V tomto odstavei si ukdzeme, Ze iloha 2-SAT
je Tesitelnd v polynomidlnim ¢ase. Poznamenejme, ze v odstavci 9.8 pozname, Ze jiz pro k = 3 je tiloha
3-SAT NP-uplna.

k-SAT
Vstup: logickd formule tvaru

m k
f(],‘l,l‘g,...,xn): /\ \/Clij s
i=1 \j=1
kde kazdé a;; je rovno x; nebo Ty pro vhodné £ =1,... ,n (tj. f je formule v KNF, kterd ma m klauzuli

délky k).
Ukol: zjistit, zda je formule f splnitelnd.

Poznémka. Ulohu k-SAT jsme zformulovali pro formule s klauzulemi délky pravé k. Je vSak snadno
vidét, ze kazdou formuli s klauzulemi délky nejvyse k 1ze ekvivalentné zapsat tak, ze mé klauzule délky
prdvé k tak, ze v ,kratsich“ klauzulich opakujeme néktery literal.
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Specialnim piipadem tlohy k-SAT pro k = 2 je nasledujici problém.

2-SAT

Vstup: logicka formule f(z1,...,2,) = (a1 Vb1)A(a2Vb2)A. .., A(am Vby,), kde kazdé a;, b;(i = 1,... m)
je rovno xy nebo Z, pro vhodné £ =1,... ,n (tj. f je formule v KNF s klauzulemi délky 2).

Ukol: zjistit, zda je formule f splnitelna.

Véta 9.2. 2-SAT e P.

Diukaz. Dukaz véty spociva v tom, Ze ukdzeme mySlenku konstrukce polynomidniho algoritmu pro
tlohu 2-SAT.

Necht f = Ci; A CoA,...,AC,, je formule v proménnych z1,...,z, s klauzulemi o 2 literalech.
Sestrojime orientovany graf éf nésledujici konstrukef: U(éf) ={z1,...,%n,%1,...,Tpn}, a pro kazdou
Klauzuli C; = (aV b) budou v G obé hrany (@, b) a (b, a) (uvédomme si, Ze b = b). Napiiklad, pro formuli
fx1, o, 3) = (1 V ZT2) A (T1 V Ta) A (T2 V x3) je piislusny graf éf na ndsledujicim obrézku.

1 T2 T3

Gy
—e
x1 T2 x3

Pted vlastnim dukazem véty 9.2 nejprve dokdzeme nékolik pomocnych tvrzeni.
Lemma 9.1. Existuje-li v C_jf orientovany sled z a do b, pak v éf existuje i orientovany sled z b do a.

Diikaz lemmatu 9.1 plyne ihned z konstrukce grafu G £, nebot zfejmé (a,b) € H (G 7) prave kdyz (b,a) €

H(Gy). O
Spliugici prirazeni je kazdy vektor ¢t € {0,1}", pro ktery f(¢t) = 1 (tj. takové pfifazeni hodnot
proménnym i, ..., Zn, Z& pro tyto hodnoty je formule f splnéna).
Je-li a literdl a t € {0, 1}™ pfitazeni hodnot proménnym 1, ..., x,, pak hodnotu literdlu a po dosazeni

vektoru hodnot ¢ budeme znacit a(t).
Lemma 9.2. Existuje-li v éf cesta z a do b, pak pro kazdé spliiujici prifazeni't je a(t) =1 = b(t) = 1.
Dikaz. Je-li (a,b) hrana éf, pak v f existuje klauzule (@ V b). Protoze t je spliiujici, m& (po dosazen{

vektoru t) kazd4d klauzule hodnotu 1. Tedy i (a(t) V b(t)) = 1. Je-li a(t) = 1, pak a(t) = 0 a tedy nutné
b(t) = 1. Zbytek dukazu plyne snadnou indukei. O

Lemma 9.3. Je-li t spliiujici prirazeni, pak pro kazdou kvazikomponentu G; grafu G ¢ a pro kazdé uzly
a,b € U(Gy) je a(t) = b(t) (a tedy také a(t) = b(t)).

Dikaz lemmatu 9.3 plyne ihned z lemmat 9.1 a 9.2. a

Lemma 9.4. Formule f je splnitelna pravé kdyz zadna kvazikomponenta grafu G t neobsahuje soucasné
nékterou proménnou I jeji negaci.

Diikaz. a) Necht ¢ je spliiujici pfifazeni. Je-li v nékteré kvazikomponenté grafu G ¢ soucasné a = x; i
b = &;, pak podle lemmatu 9.3 musi byt z;(t) = Z;(t), coz je spor. Podminka véty je tedy nutnd.
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b) Ukézeme, Ze podminka véty je postacujici. Necht tedy Z4ddn4 kvazikomponenta grafu G ¢ neobsahuje
soucasné zadnou proménnou i jeji negaci; sestrojime spliujici pfitazeni ¢.

Oznaé¢me él, .. .,és kvazikomponenty grafu G ¢ v acyklickém ocislovani (tj. G je vstupni, G, je
vystupni a hrany z G; do G existuji pouze pro ¢ < j).
Konstrukce prirazeni t. Postupujeme pro j = s,s — 1,...,1, pro kazdou proménnou z; uré¢ime nejvétsi

index jo takovy, Ze x; nebo Z; je v G, a polozime

x; = 1, jestlize z; € U(Gj,),

x; = 0, jestlize Z; € U(Gj,).
Protoze v G, nemuze byt soucasné x; i Z;, je toto pfifazeni jednoznacné.

Zbyva dokéazat, ze t je splnujici, tj. ze kazda klauzule ma hodnotu 1. Predpoklddejme naopak, ze
néjakd klauzule C' = (a V b) m4 hodnotu 0. Pak ¢ nemd hodnotu 1, protoze v okamziku pfifazeni uz a
mél hodnotu 1 v néjaké komponenté s vyssim indexem. Oznacime:

éil kvazikomponentu obsahujici a,

@ig kvazikomponentu obsahujici b,

éia kvazikomponentu obsahujici a,

G, kvazikomponentu obsahujici b.

Pak a nem4 hodnotu 1, protoze v okamziku pfifazeni uz @ mél hodnotu 1 v éig, a tedy 71 < i3. Obdobné
b nemé hodnotu 1, protoze v okamziku pfitazenf uz b mél hodnotu 1 v Gi ., odkud iy < i4. Ale protoze
(a,b) € H(Cﬁv"f)7 je i3 < ia, a obdobné z (b,a) € H(éf) plyne iqy < i1. Celkem tedy i1 < iz < ig < iy < 47,
coz je spor. Kazda klauzule m4 tedy hodnotu 1, tj. f je splnéna. m|

Nyni muzeme dokoncit dukaz véty 9.2. Graf Gy mé |U(Gy)| = 2n uzlu a |H(Gy)| = 2m hran, tj.
jeho velikost je polynomialni funkci rozméru formule f. Protoze kvazikomponenty, kondenzaci i acyklické
¢islovani lze nalézt v polynomialnim case, dava lemma 9.4 polynomialni algoritmus pro rozhodnuti, zda
f je splnitelné. O

Priklad. Necht f(z1,z0,23) = (T1V Z3) A (22 V ZT3) A (T1 V 23) A (22 V 23). Graf Gy (viz obrizek) je
acyklicky, a pro acyklické ocislovani jeho uzli dané tabulkou:

uzel I T2 I3 T To .fg

acyklické ocislovani 1 5 4 6 2 3
dostaneme spliujici prifazeni ¢t = (0,1, 1).

T 3

—

Gy

X1 T3
Z2

Priklad. Necht f(z1,z2,23) = (21 V 22) A (T1 V 22) A (T2 V 23) A (T2 V Z3). Graf Gy (viz obrézek) je
silné souvisly a tedy f neni splnitelné.

X1 xro T3

—

Gy
I X9 I3

V nésledujicim odstavci uvidime, ze bez omezeni délky klauzuli je problém SAT ekvivalentni s ilohou
nalézt v daném neorientovaném grafu nezavislou mnozinu predepsané velikosti .
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9.4 Problém existence nezavislé mnoziny uzlii dané velikosti — IND

Problémem IND (angl “independent set” - nezdvisld mnozina) rozumime nésledujic{ dlohu.

IND
Vstup: neorientovany graf G na n uzlech a pfirozené ¢islo k < n.
Ukol: zjistit, zda v grafu G existuje nezavisld mnozina uzlu velikosti alesponi k.

Poznamka. Uloha IND je ¢asto zaménovéna s tlohou zjistén{ ¢sla nezavislosti (@) daného grafu G.
Uréenf hodnoty «(G) (stejné jako kteréhokoliv jiného parametru grafu) je vSak optimaliza¢nim, a nikoliv
rozhodovacim problémem, a tedy nemé smysl hovofit o jeho piislusnosti ¢i nepfislusnosti do tiidy P.
Ulohu lze viak snadno prevést na n-nasobné provedeni tlohy IND pro rizné hodnoty konstanty k. Odtud
ihned plyne, ze a(G) lze urcit v polynomidlnim ¢ase pravé kdyz pifslusnéd rozhodovaci tiloha IND patif
do ttidy P, a tedy z hlediska polynomiality ¢i nepolynomiality jsou obé tlohy ekvivalentni.

Priklad. Je dan graf G s uzly z1,x2,...,2, a ¢islo k. Sestrojime formuli f(uy,us,...,u,) takovou, ze
f je splnéna prave kdyz mnozina N = {z; € U(G)|u; = TRUE} je nezavisl4 mnozina o alespon k prvcich.

Polozime f(uq,...,upn) = fi(ui,...,un) A fo(uq,...,uy,), kde

(1) fi(ui,...,un) = A (u; V uy),

zi,x;)EH(G
(i) folur,...,u,) je (fornjltle,(kzeré mé hodnotu TRUE préavé tehdy, kdyz alesponi k z proménnych
Ui, ..., U, m& hodnotu TRUE (na toto existuji standardni konstrukce, které zde nebudeme
uvadet).
Napiiklad, pro graf G uvedeny na obrdzku je formule f; tvaru f; = (41 V @2) A (4 V 43) A (g V 44) A

(’U4 V ﬂ5) A (122 V ﬂ4).
LN

X1 xro T3 Tq Ts

Je ziejmé, ze fi je splnéna prévé tehdy, kdyz mnozina N = {x;|u; = 1} je nezavisla.

Poznamka. Vsimnéme si, Ze délka formule f; je polynomidlni funkci n, nebot pocet klauzuli je ro-
ven poc¢tu hran grafu (ktery je nejvyse O(n?)). Pro formuli fo plat{ totéz. To znamend, Ze jsme nasli
polynomiding redukci IND na SAT.

Z tohoto faktu vyplyvaji ndsledujici dusledky. Zformulujeme si je jiz nyni, i kdyz ponékud nepiesné —
pojmy v nich pouzité dostanou piesny obsah v odstavci 9.6.

Disledek 9.1. Uloha SAT je alespon tak tézké jako tloha IND.

Dusledek 9.2. Kdybychom meéli polynomialni algoritmus na SAT, bylo by mozné vytvorit polynomidlni
algoritmus i na IND.

Piiklad. Necht je nyni naopak déna logickd formule v KNF tvaru

m m;
f(’l,tl,’l,tg,...,un):/\ \/CLU )
i=1 \j=1

kde kazdé a;; je tvaru uy nebo u; pro vhodné k.
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Sestrojime graf G nésledujici konstrukei:

UG)={zi|i=1,...,m; j=1,...,m},

H(G) = {{i apdl i=p a § 7} Ul{ei ap}l i £ 0. § =4 8 ay = dpg).
Ukazeme, ze v G existuje nezavisla mnozina velikosti m pravé kdyz f je splnitelnd.

a) Je-li f(u,...,ur) =1, pak v kazdé klauzuli existuje alespon jeden literdl, ktery je roven jedné,
a prislusné uzly v G jsou nezavislé.

b) Naopak, je-li M nezdvisld mnozina velikosti m v G, pak kazdy uzel je z jiné kliky (tj. z jiné
klauzule). V pfislusné klauzuli poloz piislusny literdl = 1 (z nezavislosti M plyne, Ze nemuze
nikde dojit ke sporu definovédnim stejné proménné dvéma zpusoby). Piipadné zbylé proménné
dodefinujeme libovolné. Pak kazda klauzule =1 a tedy i f = 1.

Nalezli jsme tedy polynomidlni redukci SAT na IND.

Konstrukei grafu G ilustrujme na formuli f = (uy V @2 V uz) A (41 V tg V 43) A (ug V ug). Graf G,
sestrojeny pomoci vyse uvedené konstrukce, a pravdivostni tabulka formule f jsou na obrazku.

S
=
<
M)
3
)
o
Y,
o
M
o)
@

® )

O R R OO O|lm

= == RO oo o
= =O Ol HlO O

] e =l

L R i e R )

= Ol Ol O~ O
(= e ]

Jak snadno provéfime, nezavislé mnoziny velikosti 3 v G odpovidaji vektorum booleovskych proménnych,
pro néz je f splnéna (jedna z nezdvislych mnozin v G je v obrézku tvorena zakrouzkovanymi uzly).

Z nalezené polynomidlni redukce SAT na IND ihned vyplyvaji nésledujici dvé skutecnosti.

Disledek 9.3. Uloha IND je alespoii tak té7kd jako tiloha SAT.

Disledek 9.4. Kdybychom meéli polynomialni algoritmus na IND, bylo by mozné vytvorit polynomialni
algoritmus i na SAT.

Porovndnim dusledku 9.2 a 9.4 pak dostdvame nésledujici prekvapivé zjisténi.
Disledek 9.5. SAT € P pravé kdyz IND € P .

Nyni jiz asi tusime nékteré hlubsi souvislosti, ale k jejich formulaci potiebujeme precizovat zakladni
pojmy:
- ¢o to je polynomiélni redukce dvou problému,
- jak to je s tim “lehkym uhadnutim” ¢i “tézkym zamitnutim”.
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9.5 Trida NP

Zactnéme nejprve tou druhou otazkou.

Definice 9.4. Nedeterministicky algoritmus se v nékterych krocich mize libovolné rozhodnout pro
nékteré z nékolika moznych riznych pokracovani.

Piiklad. Uvazujme problém IND a néasledujici algoritmus.
Vstup: graf G s uzly uq,...,u, a prirozené ¢islo k < n.
1) X :=0 (inicializace)
2) proi=1,2,...,n proved:
a) budto X := X U{u;},
b) nebo X := X
(nedeterministicky krok)
3) Jestlize {u;, u;} € H(G) pro nékteré u;,u; € X, pak REJECT  (test nezdvislosti)
4) Je-li | X| > k pak ACCEPT, jinak REJECT  (test |X| > k)
V dusledku nedeterministi¢nosti 2. kroku je 2™ moznych ruznych vypoétu. Podstatné ale je to, ze v G
existuje nezavislda mnozina o alesponi k uzlech pravé kdyz existuje vypocet, kon¢ici ACCEPT. Proto
definujeme:

Definice 9.5. Nedeterministicky pfijimaci poé¢ita¢ md (navic oproti drive definovanému prijimacimu
pocitaci) piikaz CHOOSE L1, 1.2, kde L1, L2 jsou ndveésti.

Smysl piitkazu CHOOSE L1, L2 lze ekvivalentné zapsat takto:
vyber si JUMP L1 nebo JUMP L2.

Definice 9.6. Rekneme, Ze slovo w je piijiméno nedeterministickym prijimacim poéitacem M, jestlize
existuje pripustny vypocet pocitace M s pocatecni konfiguraci danou slovem w a konc¢ici ACCEPT.
V opacéném pripadé rekneme, ze nedeterministicky prijimaci poc¢ita¢ odmita slovo w.

Rekneme, ze M piijima jazyk J, jestlize pro kazdé slovo w je w € J < M piijima w.

Jak je to s délkou vypoctu?
- kdyz M ptijima w: pti prvnim ACCEPT to vime a nemusime dal pocitat,
- kdyz M odmita w: musime pokracovat, dokud neukon¢ime vSechny piipustné vypocty.
Proto definujeme:

Definice 9.7. Rekneme, Ze nedeterministicky pfijimaci poéita¢ M zpracuje slovo w v Gase nejvyse t,
Jjestlize:
- bud'to M prijimi w, a existuje pfipustny vypocet uréeny slovem w a konéicif ACCEPT po nejvyse t
krocich,
- nebo M odmita w a kazdy pripustny vypocet konc¢i po nejvyse t krocich.

Definice 9.8. Rekneme, Ze nedeterministicky prijimaci pocita¢ M pracuje v polynomidlné omezeném
Case, jestlize existuje polynom p takovy, Ze libovolné slovo délky n zpracuje v case nejvyse p(n).

Priklad. Meéjme nedeterministicky pfijimaci poc¢ita¢ M z piikladu pied definici 9.5. Kazdy pfipustny
vypocet probéhne v polynomidlnim case, ale moznych piipustnych vypoctu je 2.
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Piiklad. M definuji takto:
- vstup: graf G na n uzlech
- ndhodné vygeneruj faktor grafu G
- test souvislosti: ne - REJECT
- test kruznice (pravidelny graf stupné 2):
ne - REJECT
ano — ACCEPT
Kazdy vypocet je polynomiélni; pfijimand slova jsou hamiltonovské grafy (pfijimany jazyk).

Definice 9.9. Trida NP je tiida vSech jazyku J takovych, Ze existuje nedeterministicky prijimaci
pocitac, ktery pracuje v polynomidlné omezeném cCase a prijima jazyk J.

Poznamka. Jak uz jsme poznamenali na konci odstavce 8.3, pojem prijimaciho pocitace je abstraktnim
modelem algoritmu, fesiciho rozhodovaci problém, a pojem jazyka je modelem tohoto feseného problému.
Z definice 9.9 tedy vyplyvd, ze vSechny problémy z tiidy NP (tj. problémy, jejichz modelem je jazyk patiici
do tfidy NP) musi byt problémy rozhodovaci. V piipadé optimalizaéniho problému je nutno uvazovany
problém nejprve prevést na problém rozhodovaci (tak jak jsme to napifklad ué¢inili pfi definici problému
IND v odstavci 9.4).

Priklad. Uvazujme nasledujici tlohu.

HAM
Vstup: neorientovany graf G na n uzlech.
Ukol: zjistit, zda v grafu G existuje hamiltonovska kruznice.

Pak algoritmus z piikladu pied definici 9.9 dokazuje, ze HAM € NP. Poznamenejme, ze podobné algorit-
mus z piikladu pred definici 9.5 dokazuje ze IND € NP.

Véta 9.3. PC NP

Dikaz. Deterministicky pfijimaci pocitac je specialni piipad nedeterministického. |

Poznamka. Jak jsme jiz poznamenali v kapitole 1, pro problémy tfidy NP je typické, ze podaii-li
se nam nahodou ,uhadnout® feSeni, pak ovéreni jeho spravnosti je mozno provést v polynomidlnim
case. Na trovni abstraktniho pocitace jakozto modelu algoritmu je toto ,,uhddnuti“ modelovdno pojmem
nedeterminismu.

Pro problémy (jazyky) z tiidy P tedy umime feSeni v polynomidlnim case nalézt, a pokud jiz Feseni
mame, umime téz v polynomidlnim case verifikovat jeho spravnost. U problému tiidy NP jiz rezignu-
jeme na pozadavek polynomidlniho nalezeni Feseni (to je na urovni abstraktniho pocitate modelovano
nedeterminismem jakozto modelem ,uhddnuti“), stdle vak zustavéd v platnosti druhy pozadavek — kdyz
uz jsme feseni ,,uhddli“ (neterministicky vygenerovali), umime v polynomidlnim ¢ase ovérit (verifikovat)
jeho spravnost. Proto se o problémech tiidy NP také casto hovoii jako o polynomidlné verifikovatelnijch
problémech.
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Piiklad. Uvazujme posloupnost grafu {G;}2,, jejiz prvnf tii ¢leny vidime na nésledujicim obrézku.

G1 G2 G3

Tyto grafy maji zajimavou vlastnost: pro kazdy jejich uzel z plati, Ze mnozina N (z) vSech sousedu uzlu
z indukuje vzdy tentyz graf, izomorfni s cestou délky 3. Navic, vidime, ze graf s touto vlastnosti muze
byt libovolné veliky. Pokusme se tuto otazku otocit, a uvazujme nasledujici rozhodovaci tilohu.

Vstup: neorientovany graf H na n uzlech.
Ukol: zjistit, zda existuje graf G, v némz okoli kazdého uzlu indukuje podgraf izomorfni s grafem H.

Tento problém, v literatufe zndmy jako Trachténbrot-Zykoviuv problém, je ptikladem rozhodovaciho
problému, ktery nepatii do tfidy NP. Potiz je v tom, Ze i pfi malém grafu H (tj. pfi malé velikosti
vstupnich dat) muze byt hledany graf G veliky, a nemédme pifedem zddny odhad jeho velikosti. I kdyby
se nam tedy podafilo graf G ,nédhodné uhddnout”, nemuzeme zarucit, ze ovéieni jeho vlastnosti bude
proveditelné v case, ktery je polynomialni funkei velikosti vstupnich dat.

Tento ptiklad znovu ukazuje, ze zjisténi, ze néjaky problém je ve tiidé NP, je zjisténi pozitivni:

odstranit ten nedeterminismus ...), a jsou problémy, které jsou jesté podstatné horsi.

Poznamka. Mame-li za kol ,prakticky“ vyfesit néjaky problém, popsany jazykem J, o némz se
domnivame, Ze nejspiSe nebude ve tiidé P, setkdvame se s nékolika ruznymi otazkami, na néz odpovedi
bude vhodny algoritmus:

(i) ptdme se, zda je J € P,
(#4) ptédme se, zda je alesponl J € NP (nebo je jesté hure ...),
(7i7) hleddme presné feseni postupy typu ,hrubd sfla“ (probirkou vSech moznosti),
(iv) rezignujeme na presné feseni (protoze postupy typu ad (i) jsou ¢asové piilis ndroéné), pouzijeme

heuristiku a spokojime se s pfibliznym feSenim.

Pro odpovéd na kazdou z téchto otdzek potfebujeme jiny typ algoritmu. Zékladni vlastnosti téchto
algoritmu shrnuje nésledujici tabulka.

Algoritmus Deterministicky | Polynomidln{ Pfijima J
(i) Dokazuje J € P ANO ANO ANO
(7i) Dokazuje J € NP NE ANO ANO
(7i7)  ,Hruba sila“ ANO NE ANO
(iv) Heuristika ANO ANO NE

Vidime, 7e nalezeni algoritmu, ktery mé vSechny t¥i ,pékné*“ vlastnosti (deterministicky, polynomidlni,
piijima J) je mozné ? pouze ve t¥idé P, a mimo P musime na jednu z téchto vlastnost{ rezignovat.

9Samoziejmé pii soucasné drovni poznani; kdyby bylo P = NP, tak by situace vypadala jinak.
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9.6 Polynomialni redukce a NP-iiplné problémy
Nejprve precizujeme pojem “vzdjemného prevodu” tloh.

Definice 9.10. Preklddaci pocitac je pocita¢ M s libovolnym pristupem takovy, Ze pro kazdy jeho
vypocet (dany libovolnou poéatecni konfiguraci) plati:

- kazdé provedeni WRITE zapiSe na vystupni pasku ¢islo 0 nebo 1,

- po kone¢ném poctu kroku se vypocet zastavi provedenim STOP.
Posloupnost nul a jednicek, zapsanou na vystupni pasce pri vypoctu uréeném slovem w, oznacime M (w).

Jinak feceno - preklddaci pocita¢ poskytuje funkci z mnoziny vsech slov do sebe.

Definice 9.11. Rekneme, Ze jazyk J, je redukovatelny na jazyk Js (znac¢ime Jy < J), jestlize existuje
deterministicky prekladaci poc¢ita¢ M pracujici v polynomialné omezeném case takovy, ze pro kazdé slovo
wjew € Jy & M(w) € J,.

Nejprve nékolik snadnych tvrzeni.

Véta 9.4.
1) J1<aJy, Ja<Js = Jy<Js (tranzitivita)
2) Ji<ady, Joe NP = J € NP
3) Ji<aJy, JoeP = J €P

Dikaz.
1) Jestlize M realizuje Ji <Jo a My realizuje Jo < Js, pak M realizujici Jy < J5 ziskdme jako slozen{
M1 a MQZ
- program Ms zapiSeme za program My,
- ptikaz STOP v programu M; vSude nahradime skokem na prvni instrukeci M,
- upravime navésti v programu My, vstupy a vystupy, tak aby odpovidaly adresdm a ¢islum
piikazu.
2) , 3) - obdobnym zptsobem.

Poznamka. J;<Jy znamend, Ze Jo je alespon tak tézky jako J; (kdybychom méli polynomidlni algorit-
mus na Jo, méli bychom jej i na J; — ziskali bychom jej slozenim s algoritmem, jenz je popsan pocitacem,
realizujicim pfevod Jy < J2).

Priklady z odstavce 9.4 dévaji v pravé zavedené terminologii polynomialni redukce IND <« SAT a
SAT < IND.

Nyni jsme pfipraveni na zavedeni pojmu NP-tiplnosti, hlavniho tématu tohoto oddilu.

Definice 9.12. Jazyk J se nazyva NP-iplny, jestlize plati
1) JeNP
2) pro kazdy J' € NP je J' < J.

Tridu NP-tiplnych jazyki oznacime NPC (NP-complete).

Jinymi slovy: problém je NP-uplny, jestlize nalezi do tfidy NP a kterykoliv jiny problém z tiidy NP

<~

Véta 9.5. Plati: bud P = NP, nebo PN NPC = 0.
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Dukaz. Kdyby K € PN NPC, tak by pro libovolny J € NP bylo J < K (nebot K € NPC), a tedy
J € P (nebot K € P). 0

Poznamka.

1. Je-li Jl,JQ S NPC, pak Jl <1J2 i J2 <1J1.

2. NPC je tiida “nejtézsich” dloh v NP. Nyni vidime, Ze tyto tlohy jsou co do obtiznosti ekvivalentni.

3. Jsou tedy dvé moznosti:

(i) PC NP, NPC C NP, PNNPC =),
(i) P=NPC = NP.
Nevi se vsak, kterd z uvedenych moznosti plati.

4. Zduraznéme, ze podle definice 9.12 kazdy NP-tiplny problém patii do tiidy NP, a tedy je rozho-
dovacim problémem. Optimaliza¢ni problémy (,urcete a(G), w(G), x(G)“ apod.) nemohou byt
NP-tplné, protoze nepatii do NP, a je nutno je nejprve na rozhodovaci problémy pirevést.

5. O jazycich J, které spliuji podminku 2) definice 9.12 (tj. pro kazdy J' € NP je J'<J), ale nejsou
nutné ze tiidy NP, se nékdy iika ze jsou NP-téZké. Specialné tedy jsou NP-tézkymi problémy
optimaliza¢ni verze NP-tiplnych problému které pozndme déle (urceni o(G), w(G), x(G) atd.)

9.7 NP-iplnost problému SAT — Cookova véta

Az do této chvile nevime, zda vibec néjaky NP-tuplny problém existuje. Jak uvidime, Cookova véta
identifikuje problém SAT jako prvniho “obyvatele” tiidy NP. Otazkou vsak je, jak se da NP-tplnost
néjakého problému viubec dokdzat — jak dokazat, ze vsechny problémy z tiidy NP se daji na dany problém
prevést? Zde se ukéaze sila aparatu abstraktniho pocitace, ktery jsme zavedli: protoze kazdy problém ze
t¥idy NP je popsatelny abstraktnim pocitacem (nedeterministickym polynomidlnim pfijimacim), staci
ukéazat, ze se na SAT da prevést obecny popis kazdého takového pocitace. Tato idea je zaroven myslenkou
dikazu Cookovy véty.

Véta 9.6. (Cook) SAT € NPC.

Poznamka. Uv&azime-li definici NP-uplnosti, pak — v fe¢i poznamky na str. 63 — Cookova véta tika,
ze kazdy polynomialné verifikovatelny problém lze redukovat na problém splnitelnosti logickych formuli.
V této formulaci lépe vynikne sila Cookovy véty: ovérit, ze dany problém je polynomialné verifikovatelny
(tj. patif do tfidy NP) je ¢asto velmi snadné, a tento ¢asto témeéf ziejmy fakt md hluboce netrividln{
dusledek — redukovatelnost na SAT.

Dikaz. 1. SAT € NP. To je celkem ziejmé. Nedeterministicky pfifadime proménnym hodnoty 0, 1 a
uréime hodnotu formule f pro tyto hodnoty proménnych (coz lze provést v ¢ase imérném délce formule).
Tedy SAT € NP.

2. “Zbyva” dokézat, Ze pro kazdy J € NP je J< SAT. Necht tedy:

- J € NP,

- M je nedeterministicky pfijimaci poéitac, ptijimajici J v ¢ase omezeném polynomem p.
Ukol: pro kazdé slovo w € J nalézt formuli f,, v KNF tak, ze f,, je splnitelna, pravé kdyz M piijima w.
Oznacime:

- n - délka slova w,

- m = p(n),

- q - pocet piikazu programu pocitace M.
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Lze predpokladat, ze
- p je soucasné polynom z Omezen{ 1 z odst. 8.2 (jinak vezmeme maximum),
- vypocet pracuje v paméti nejvyse m (coz podle véty 8.1 lze).
To znamend, ze
- pouze prvnich n poli vstupni pasky obsahuje ¢isla # 0,
- pouze prvnich m paméfovych bunék obsahje &islo # 0,
- v z4dné paméfové buiice neni éislo vEts nez m,
- pocet kroku pocitace je nejvyse m.
K popisu vSech konfiguraci stac¢i znat hodnoty logickych proménnych:

a;, t=1,...,n: a; =14 vi-tém poli vstupni pasky je ¢islo 1,

by, 1=1,...,n: by = 1<  po t-tém kroku je vstupni hlava na
t=0...,m i-tém poli péasky,

Cijt, 1=0...m: cijt =14 v t-té konfiguraci je v i-té pamétové
3=0,x1,...,£m burice ¢islo 7,
t=0,...m

dis, j=1,...,q: dj: =14 v t-té konfiguraci je v programovém
t=0,...,m registru ¢islo j.

Pocet proménnych je
n4+n(m+1)+ (m+1)%(2m + 1)+ (m+1)g= o(m?®) =0 (pg(n)) ,

tj. je polynomialné omezen.

Maji-li proménné popisovat kroky pocitace M, ktery v m krocich pfijme slovo w, musi spliiovat nasledujici
podminky:

1) hodnoty a; se shoduji s 0 a 1 ve slové w,

2) pro kazdé t existuje nejvyse jedno i tak, ze by = 1 (mélo by vlastné byt “pravé jedno ”, ale to,

Ze hlava musi nékde byt, vyplyne z popisu pifkazu a pocatecn{ konfigurace),

) pro kazdé i,t existuje pravé jedno j tak, ze ¢;;y = 1 (tj. v kazdé burice je pravé jedno ¢islo),
) pro kazdé ¢ existuje pravé jedno j tak, ze dj; = 1 (stejny divod pro programovy registr),
) jestlize dj, =1, pak j je nédvésti nékterého pitkazu ACCEPT,
)

(S NNy

6) vztah hodnot proménnych mezi t — 1 a ¢ musi odpovidat provadénému piikazu pocitace.

Polozime fu, = fu1 A fuwz A fuws A fua A fus A fus, kde fui je formule dand podminkou i, i = 1,...,6.
Ukéazeme, jak formule f,,; sestrojit.

P e 1
1) Poloz A; = { L} , je-li i-ty prvek w roven { 0 ya fur=A1NAs N .o N A,
a;

2) Nejprve definujeme pomocnou formuli g(z1, ..., z,) vztahem g(z1,z2,...,2,) = A (T;VZ,).
1<i<j<r
Ziejmé g(x1,a,...,x,) je splnéna pravé kdyz nejuyse jedno x; = 1. Pomoci této formule nyni

sestavime formuli fy,2:
m

fuwz = /\ g(blta e bnt)~

t=0

3) Poloz h(x1,...z) = g(x1,... ) A(x1 Va2 V... Va,). Protoze 1 Vx2 V... Vx, = 1 pravé

kdyz alespori jedno x; = 1, je h(x1,... x,) = 1 < prdvé jedno x; = 1. Pomoci téchto formuli lze
napsat:

mom
fus = I\ N\ 1cimas s Ciore s Cima):

i=0t=0
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4) Obdobneé ziskdme formuli pro fq4:

m

fw4 = /\ h(dl,h e dqyt).

t=0
5) fws = V djm, kde A je mnozina ndveésti véech vyskytu piikazu ACCEPT.
JjEA

6) Toto je nejslozitéjsi. Formalné polozme f,,6 = /\ fwer, kde formule f,,6, popisuje pusobeni r-tého
r=1
piikazu programu. Ukazeme si tuto ¢dst ditkazu pouze na piikladu jednoho konkrétniho piikazu.

Necht r-ty pifkaz programu je ADD 8, coZ znamens, Ze do pracovniho registru pfi¢teme obsah
bunky s adresou 8. Pro vSechna ¢t = 1,... ;m tedy musi platit:
je-lidy4—1 =1 (v konfiguraci t — 1 je v programovém registru navésti  piikazu ADD 8),
pak z oz 1—1 Acg»1—1 = 1 (v pracovnim registru je z, na adrese 8 je z)
plyne ¢g y42.+ = 1 (po t-tém kroku je v pracovnim registru ¢éislo z + z).
Dostaneme tak formuli:

m m

m
/\ /\ /\ rt 1= (CO,m,tfl A CS,z,tfl) = COA,erz,t))
t=1

=—mz=—m

a po dpravé s uzitim vztahu (A = B) < (A V B) a de Morganova zdkona:

m m

/\ /\ /\ dry—1V Comi—1V C8 21— 1\/COw+zt)

t=1lx=—mz=—m

Tim je popsan ucinek piikazu ADD 8; jesté je tieba popsat, ze jestlize je d,1—1 = 1, pak se kromeé
obsahu pracovniho a programového registru nic jiného nezméni. K tomu pouzijeme pomocnou
formuli:

k(z,y) = (zVy) A (EVy).

Je ziejmé, ze k(x,y) = 1 & x = y. Pomocf této formule zapiSseme pozadavky splnéni nésledujicich
formuh

/\ /\ /\ rt—1 = k(Cijt—1,¢i5.)) (kromé pracovniho registru se obsah paméti nemeénf),
i= 1]—7mt 1

f3= /\ (drt—1 = k(b; 1—1,b; 1)) (se vstupni hlavou se nic nestalo),
i=11t=1
qg—1 m
fa= /\ (drt—1 = k(dji—1,dj+1,1)) (v programovém registru se ¢islo zvétsi o 1).

~

Il
-
&~

Il
-

Formule fo, f3 a f4 zfejmym zpusobem upravime do KNF (obdobné jako jsme upravili formuli
f1), a formuli f,6- pak zapiSeme jako konjunkei fi A fo A f3 A fa.
Pro dokonceni dukazu bychom museli podobné popsat vsechny dalsi piikazy.

Dale je tieba provéiit polynomialitu naseho pievodu. Jak jsme jiz uvedli, formule f,, ma O(p3(n))
proménnych, a z konstrukce vidime, ze kazdd z nami sestrojenych formuli fy1,..., fus méa nejvyse
O(m?) = O(p?(n)) klauzuli, a formule f,g ma O(m3) = O(p3(n)) klauzuli. Po dokonéeni popisu
zbyvajicich pifkazli programu bychom se piesvédcili, ze i pocet klauzuli vSech ostatnich formuli fi6;,
j=1,...,q, a tedy i formule f,¢, je omezen polynomem v proménné n. O

Poznamka. Napiiklad, nedeterministicky krok (piikaz CHOOSE L4, Ls) se popiSe pozadavkem splnéni
formule d,.;—1 = (dr, + V dp,.+), neboli ekvivalentné v KNF d,. ;1 V dr, ¢ Vdp,

68



Poznamka.
1. Nyn{ jiz vime, Ze tiida NPC je neprazdna, nebot podle Cookovy véty je SAT € NPC.
2. Jakmile vime, ze NPC+# (), je dokazovani NP-tiplnosti dalsich problému zpravidla snazsi. Je-li J €
NP, coz byva ziejmé, pak k dikazu, ze J € NPC, sta¢i ukazat, ze K <J pro néktery vhodny jazyk
K € NPC: z NP-uplnosti K plyne, ze vsechny jazyky z NP lze redukovat na K, a z tranzitivity
(tvrzeni 1 véty 9.4) plyne redukovatelnost na J.

9.8 Neékteré dalsi NP-uplné problémy

Problém 3-splnitelnosti logickych formuli — 3-SAT.

3-SAT

Vstup: logickd formule f(z1,...,z,) = (a1 Vb1 Ver) Aaa Vb Vea) Ao Alag V bg V cr), kde kazdé
ai, by, ¢; (i=1,... k) je rovno xy nebo &, pro vhodné £ =1,... ,n (tj. f je formule v KNF s klauzulemi
délky 3).

Ukol: zjistit, zda je formule f splnitelnd.
Véta 9.7. 3-SAT € NPC.

Ditkaz. 1. 3-SAT € NP - to je ziejmé, nebot 3-SAT je specidlni pifpad SAT.

2. K dukazu 3-SAT € NPC staci redukovat SAT < 3-SAT (tvrzeni 1 véty 9.4). K tomu ndm poslouzi
maly trik. Vsimnéme si nejprve tohoto:

up Vus V... Vu, =1<& existuje v takové, ze plati (u1 V... um—2 V) A (U1 Vum V) =1
(dukaz je celkem zbyteény, rovnost je patrnad na prvni pohled). Ve formuli na pravé strané ekvivalence
je prvni klauzule o jeden literal kratsi a druhd ma délku 3. Postupnym provddénim muzeme upravit
libovolnou formuli v KNF tak, aby vsechny klauzule mély nejvyse tfi literdly. Toho, aby vSechny klauzule
mély délku prévé 3, dosdhneme ziejmym zpusobem - opakovanim literdlu. O

Nezavisla mnozina — IND

Véta 9.8. IND € NPC.
Dtkaz. Redukce SAT < IND byla uvedena v odstavci 9.4. a

Poznamka. Uvazujme nésledujici dvé varianty problému IND, definovaného v odstavci 9.4.

IND_
Vstup: neorientovany graf G na n uzlech a pfirozené ¢islo k < n.
Ukol: zjistit, zda v grafu G existuje nezévisld mnozina uzli velikosti k.

INDy
Vstup: neorientovany graf G na n uzlech.
Ukol: zjistit, zda v grafu G existuje nezavislda mnozina uzlu velikosti k.

Problém IND_ se od problému IND lisi pouze tim, Ze se ptame na existenci nezavislé mnoziny velikosti
prdvé k (misto alespon k jako u IND). Snadno je vidét, ze problémy IND a IND_ jsou ekvivalentni: kazda
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mnozina velikosti k£ je zaroven mnozinou velikosti alespon k, a naopak, existuje-li v G néjakd nezavisla
mnozina velikosti &' > k, pak kazda jeji podmnozina velikosti k je také nezdvisla. To znamena, ze plati
nasledujici fakt.

Tvrzeni 9.1. IND_ € NPC.

Problém INDy, se od problému IND_ lisi ,pouze® tim, ze Cislo k neni soucédsti vstupnich dat, ale je
pevné dané (tedy - hodnotu k ndm nezadéva ,nepiitel“, ale zndme ji predem). Protoze n-prvkovd mnozina
ma (Z) k-prvkovych podmnozin a (:) = O(n*), feseni problému IND;, ,hrubou silou“ (probirkou vsech
moznosti) ma slozitost O(n*), a k je konstanta. Dokézali jsme tak nasledujici fakt:

Tvrzeni 9.2. IND; € P.

Vidime prekvapivou skutecnost: zdanlivé ,nepatrny“ rozdil — zda je ¢islo k pevné dané nebo zda je
soucasti vstupnich dat — muze rozhodnout o tom, jestli je problém polynomiélni nebo NP-iplny. Je mozno
namitnout, ze ,nepfitel“ nam u problému IND_ také ptece vzdy zada konstantni k. Kde je tedy rozdil?
Tento rozdil vynikne tehdy, uvédomime-li si, ze je-li k soucasti vstupnich dat, pak nemusi byt konstantni,
ale muze zaviset na konkrétni hodnoté n. Predstavme si, ze ndm ,nepritel“ bude zaddvat posloupnost

grafu G1, Gs, ... takovou, ze |V(G;)| = n = 2i, a ke kazdému grafu G; (na 2i uzlech) ndm zada hodnotu
k=i=%,i=1,2,.... Pak pocet vech k-prvkovych podmnozin n-prvkové mnoziny V(G;) bude roven
n 21\  2i(2i—1)...(i+1) 22 -1 i+1_ _, .
= = = — e >2'=22 = 2)"
(k) (z) iti—1)...1 i i—1 1 (vV2)",

coz znamena, ze slozitost algoritmu ,hrub4 sila“ je na téchto vstupnich datech alespon exponencialni.

Hranice mezi obéma svéty (polynomidlnim a NP-tiplnym) je velmi ostrd, a ¢asto velmi zélez{ i na
presné formulaci problému. Totéz plati i pro nésledujici problémy COV a CLIQUE.

Uzlové pokryti — COV

(6{0)%
Vstup: neorientovany graf G na n uzlech a pfirozené ¢islo k < n.
Ukol: zjistit, zda v grafu G existuje pokryti velikosti nejvyse k.

Poznamka. Zduraznéme opét, ze tloha je formulovéna jako rozhodovaci problém. O pfevodu optima-
liza¢nich tloh na rozhodovaci jsme se jiz zminili u tilohy IND, zde (a u dalsich tloh) plati totéz.

Véta 9.9. COV € NPC.

Dikaz. 1. Piislusnost do tiidy NP je zfejma (zformulujte si piislusny algoritmus!). Je tedy tfeba
dokézat existenci redukce.

2. IND <« COV, nebot M C U(QG) je k-prvkovd nezdvisld mnozina pravé tehdy, kdyz U(G) \ M je
n — k prvkové pokryti. O

Existence kliky predepsané velikosti — CLIQUE

CLIQUE
Vstup: neorientovany graf G na n uzlech a pfirozené ¢islo k < n.
Ukol: zjistit, zda v grafu G existuje klika velikosti alespont k.
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Véta 9.10. CLIQUE € NPC.

Diikaz. Pifslusnost do tifdy NP je opét ziejma, a IND <« CLIQUE, nebot M C U(G) je k-prvkova
nezavisl4 mnozina v G pravé tehdy, kdyz M je k-prvkova klika v G. O

3-obarvitelnost grafu — 3-COL

k-COL
Vstup: neorientovany graf G na n uzlech a pfirozené ¢islo k < n.
Ukol: zjistit, zda je graf G k-obarvitelny.

Pro k =1ak = 2, tj. pro ptipad 1- a 2-obarvitelnosti, jiz vime z kapitoly 7, ze 1-COL& P a 2-COLe€ P.
Pro k = 3 je uz ale vse jinak.

Véta 9.11. 3-COL € NPC.

Dikaz. 1. Ziejmé 3-COL € NP (zformulujte si opét pifslusny algoritmus).

2. Ukézeme, Ze 3-SAT < 3-COL. Necht tedy f(z1,...,2,) = (a1 Vb1 Ver)A. . Alar Vbi Vg ); sestrojime
graf G, ktery je 3-obarvitelny pravé tehdy, je-li formule f 3-splnitelna. Barvy budeme oznacovat ¢isly 0,
1,2.

Provedeme nejprve dvé pozorovani na malych grafech (viz obrézek), které ndm poslouzi jako “stavebni
kameny” pii konstrukci hledaného grafu.

a e
G
Gl aqe——— 4 2 JFR S — d
d
heo— C &—u ¢

V G je ziejmé, zZe:
— jsou-li a,b obarveny stejnou barvou, pak d ma tutéz barvu,
— jsou-li a,b obarveny ruznymi barvami, pak d ma libovolnou barvu.
Obdobné, v G4 je ziejmé, ze:
— jsou-li a, b, ¢ obarveny stejnou barvou, pak d ma tutéz barvu,
— ma-li alespon jeden z uzlu a, b, ¢ jinou barvu nez ostatni, pak d muze byt obarven barvou 1.

Graf G nyni sestrojime touto konstrukei:

- pro kazdou proménnou x; sestrojime dvojici uzlu x;, Z; a spojime ji hranou,
pridame tti uzly u, v, w tvotici trojihelnik,
- uzel w spojime se vSemi uzly x;, T;,

- pro kazdou klauzuli formule f vytvotfime jednu kopii grafu G5 pricemz uzly a, b, ¢ budou totozné
s uzly literdlu klauzule, a uzel d bude sousedni s uzlem wu.

Je tieba jesté dokézat, ze G je 3-obarvitelny pravé kdyz f je splnitelnd. Myslenku této ¢asti dukazu
ilustrujeme na piikladu. Méjme danu logickou formuli:

flxr, ... ,2q) = (@1 VT2V I3) A (T1 V23V Ty) A (T2 Vx3Vay)
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Sestrojime graf G:

Ukazeme, ze G je 3-obarvitelny, pravé kdyz f je splnitelna.

1. Predevsim: G je obarvitelny < G je 3-obarvitelny tak, ze uzel u ma barvu 0, uzel v barvu 1 a uzel
w barvu 2 (pokud tomu tak neni, vhodné piecislujeme barvy, abychom dostali tento vysledek).

2. Uzel w mé nyn{ barvu 2. Potom uzly x;, Z; maj{ barvy z mnoziny {0, 1} a lze je interpretovat jako
hodnoty logickych proménnych.

3. A nyni jiz lze psét: Formule f je 3-splnitelnd < existuje pfifazeni hodnot 0, 1 proménnym z; tak,
ze v kazdé klauzuli je alespon jednou jednicka < vSechny uzly d; mohou mit barvu riznou od 0 < graf
G je 3-obarvitelny. O

Poznamka.
(zdkladni konstrukce je obdobnd, ale grafy, pouzivané jako ,stavebni kameny“, jsou kompliko-
vanéjsi).

2. Mezi zdkladni NP-tuplné problémy patii také problém HAM (existence hamiltonovské kruznice).
Prislusnost do tfidy NP jsme dokéazali v prikladu pred definici 9.9; NP-uplnost dokazovat nebu-
deme.

3. Poznamenejme jesté, ze rozhodnuti, zda pro dany neorientovany graf G plati x'(G) = A(G) nebo
X' (G) = A(G) + 1 (viz Vizingova véta - Véta 7.8), je také NP-uplny problém.
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