Zakladni pojmy statistické fyziky
Boltzmannova klasicka statistika

Statisticky popis termodynamické soustavy Cdastic

V termodynamice Casto pouzivame pojem Stav - naptiklad plynu, obecné pak termodynamické soustavy,
coz je obecn¢ vhodné zvolena ¢ast prostoru, obsahujici libovolna télesa, plynna, kapalna i pevna.

v

Nejznaméjsi je pak stav_termodynamické rovnovahy (rovnovazny stav), ktery mizZeme popsat
stavovymi veli¢inami, jako je objem, tlak, teplota, hmotnost, vnitini energie, entropie .....

Tyto veli¢iny popisuji stav termodynamické soustavy jako celku - tzv. makrostav - a vibec si
,nevsimaji“ jednotlivych ¢astic, ze kterych je soustava vytvofena.

Kazda jednotliva ¢astice soustavy ma ovSem néjaky sviij konkrétni stay — tzv. mikrostav - a soubor
mikrostavt vSech Castic pak miZzeme oznacit jako mikrostav_soustavy.

Protoze zakladni cCastice termodynamickych soustav jsou velmi malé (napf. atomy a molekuly maji
rozméry fadu 1071° m), mizeme je povazovat prakticky za hmotné body.

Z klasické mechaniky pak vime, ze stav hmotného bodu je popsan jeho polohou a rychloesti (a v
daném silovém poli Ize stanovit vSechny jeho dalsi veli¢iny hmotného bodu, jako drahu, zrychleni,
energii kinetickou i potencialni).

Tedy také mikrostav soustavy N nepatrnych hmotnych castic (molekul, atomd,...) v daném ¢asovém
okamziku bude urcen, jestlize u kazdé ¢astice budeme znat jeji polohu a rychlost.

Pti teoretickém popisu staviit hmotnych ¢astic se namisto rychlosti vétSinou pouziva hybnost - tim se do
vypolti automaticky zahrne i hmotnost ¢astice — stav jedné Castice pak bude uren jeji polohou a
hybnosti — tedy dvéma vektory :

F=(xyz) a P=(pxPy.p;)

Jinak fe€eno - stav jedné Castice je urcen dvéma trojicemi ¢isel, z nichZ prvni ur€uje polohu castice, tj.
vlastné bod v prostoru kartézskych soutadnic X, Yy, z (polohovy prostor) a druha trojice uréuje hybnost
Castice, coz je také bod v prostoru kartézskych soutadnic Px, Py, Pz (impulzovy prostor, prostor
hybnosti).

Stav jedné Castice tedy jednoznaéné popisuji dva body, definované vyse.

Situaci Ize formalné velmi zjednodusit, jestlize zavedeme Sestirozmérny fazovy prostor @ S
kartézskymi osami X, Y, Z, Px, Py, Pz , nebot’ vtomto prostoru je pak stav jedné Castice znazornén
také pouze jednim bodem (mtizeme ho nazvat obrazem stavu ¢astice):

(X,¥,Z, Px, Py, Pz)

Mikrostav soustavy N castic je pak tedy ve fazovém prostoru znazornén soustavou také N bodu -
obrazii stavl ¢astic
(Rtzné mikrostavy pak samoziejmé znamenaji rizné soustavy bodi ve fazovém prostoru)

A K femu to bude dobré - takové ,,zobrazeni® soustavy Cdstic na soustavu ,.imagindrnich® bodi ve
vymysleném Sestirozmérném prostoru?




....... Umozni nam analyzovat riizné mikrostavy a stavy soustavy!

Z dtivodu vysokého poétu &astic realnych termodynamickych soustav (fadu Avogadrova ¢isla, tj. 102 v
jednom molu) neni totiZ moZné zkoumat mikrostavy jednotlivych ¢astic, ale je mozno zkoumat -
metodami matematické statistiky - skupiny ¢astic ve vhodné vymezenych ¢astech (objemech, bunkach)
fazového prostoru.

Vymezeni ¢asti fazového prostoru lze provést riznymi geometrickymi zpiisoby, které jsou analogické
tomu, kdyz v prostoru chceme definovat né&jaky uréity objem 4V

Kdyz naptiklad vybereme takové souradnice na kartézskych osach X,y,z , aby lezely v zadanych velmi
malych (diferencialnich, elementarnich) spojitych intervalech velikosti dx, dy, dz - tedy aby platilo :

X e (X, x+dx)
y e (v, y+dy)
z e (z, z+dz)

Potom geometrické misto bodl v prostoru, pro které soucasn¢ plati tyto podminky, vyplituje pravouhly
hranol o hranach dx, dy, dz , ktery ma velmi maly (diferencialni, elementarni) objem:

dV = dx-dy-dz

Analogicky pfi vybéru soufadnic na kartézskych osach impulsového prostoru px, Py, Pz ve spojitych
intervalech velikosti dpx,dpy, dp; - tedy za podminek :

Px € (Px, Px+dpy)
Py € (py’ py+dpy)
P; € (pz’ pz+dpz)

Pak bude geometrické misto bodid v impulsovém prostoru, pro které soucasn¢ plati tyto podminky,
tvofit také pravouhly hranol o hranach dpx,dpy, dp; , ktery ma objem:

dH = dpy -dpy -dp,

Matematicky stejnym zpiisobem pak miiZeme provést vymezeni objemu (buiiky) ve fazovém
prostoru @ :

Budeme-li pozadovat, aby bunka byla geometrickym mistem takovych bodi ve fazovém prostoru,
jejichz soufadnice budou leZet v zadanych velmi malych spojitych intervalech na jednotlivych osach,
tedy aby platilo soucasné :

x e (x, x+dx) P, € (py, Py +dpy)
y e (y.y+dy)  pye (p,. py+dp,)
Z € (Z’ Z+dZ) P; € (pz’ pz+dpz)

Potom ve fazovém prostoru vznikne velmi maly (elementarni) ,,Sestirozmérny kvadr® o velikosti :

d¢ = dx- dy -dz- de ) dpy ) de objem elementdrni fazové buiiky (Casti fazového prostoru)




Matematicky je ziejmé, ze tento fiazovy objem lze vyjadii pomoci ,,obycejného* objemu a objemu
V impulzovém prostoru:

dg = dV -dH

Pfipomenme nyni, Ze na minulé strance jsme do$li k zavéru, ze mikrostav dané soustavy N hmotnych
Castic je ve fazovém prostoru zobrazen souborem také N bodii — obrazii stavii hmotnych ¢astic.

Z diavodu obrovského poétu N ¢astic v termodynamickych soustavach bude i v malé &asti fazového
prostoru (v elementarni fazové bunce) lezet urcity, nenulovy pocet ¢astic - jako malou ¢ast z celkového
poctu ji miizeme ozna&it dN

(pfesné feceno, je to pocet Castic, jejichz obrazy stavu lezi v této bunce).

Pokusme se dale ur¢it, jakou charakteristickou vlastnost ma tato skupina ¢astic — pfitom ihned
pozndme vyhodu velmi malych, v limité¢ diferencidlnich veli¢in. Jestlize totiz pozadujeme, aby néjaka
soufadnice byla ve velmi malém (diferencialnim) intervalu, naptiklad:

X e (X, x+dx)
..v...... abychom si dobie uvédomili, co to znamena, napiSeme tento vztah s néjakymi ¢iselnymi tidaji:

x e (5, 5+0,000001)

A pak je ihned ziejmé, ze vSechny X—ové soutadnice v takovém malém intervalu maji prakticky stejnou
hodnotu 5[m] .......... obecné tedy hodnotu X .

A analogicky to plati pro vSech 6 fazovych soufadnic.

Tedy : V malé fazové bunce 4P se nachazi AN bodu (Castic), které maji vS§echny své souradnice
prakticky stejné a rovné (zvolenym) hodnotdm X, Y, Z, Px, Py, Pz. Zcela piesné ovSem toto tvrzeni
plati az pro diferencialné malé veli¢iny d® a dN .

Nebo-li : VSechny tyto ¢astice maji prakticky stejnou polohu (X, Y, z) i hybnost (px, Py, Pz2).

Stejna poloha Castic ovSem ale také znamena stejnou potencialni energii Epot a stejna hybnost urcuje
stejnou energii kinetickou Exin. .

Vsech AN ¢astic z fazové bunky A® ma tedy stejnou celkovou mechanickou energii :

E = Epot. + Exin.

To umoziuje jednoduse vypocitat celkovou energii vSech Castic v této burice — vynasobime energii
jedné castice poctem Céstic v burice :

E-AN

E-dN

ptesné plati v limité

Protoze konkrétni mikrostav dané termodynamické soustavy je charakterizovan ur¢itym souborem bodu
ve fazovém prostoru — tedy jejich urcitym rozlozenim (rozdé€lenim) — potom Vv riznych mistech fazového
prostoru ve fazovych burnikach velikosti ADP1 , AD; , AD3, ... (v 1imité¢ dP) - jsou obecné jisté ruzné
poéty &astic AN1, AN2 , ANz, ... (v1imit¢ N ) - senergiemi E1,E>, E3, ... (vIimit¢ E)

Vnitini energie termodynamické soustavy - v klasické fyzice jako veSkera mechanicka energie
vSech castic soustavy dohromady - je pak dana souctem uvedenych vyrazi pres vSechny mozné bunky
fazového prostoru:

U= YE-4N;
D



V limit¢ diferencialnich veli¢in pak soucet piechazi na urcity integral pies cely fazovy prostor:

U = j@ E-dN

Pravé vnitini energii jako stavovou veli¢inou je popsan stav (makrostav) soustavy — ze ziskaného vztahu
vidime, ze vnitini energii a tedy i tento stav soustavy uruji pocty castic ve fazovych bunkach (v
riznych mistech fdzového prostoru.

Tedy jinak feCeno — urcity makrostav soustavy je dan urcitym rozloZenim ¢astic ve fazovém prostoru

................. ale to samé jsme konstatovali i u mikrostavu soustavy!!.
Jaké jsou tedy vlastné principidlni odliSnosti mikro- a makrostavu soustavy ?
UvaZme:

Céstice soustav jsou ,,oby&ejna“ mald hmotna téliska — molekuly, které miizeme n&jakym zptisobem
oznacit, napiiklad poradovymi ¢isly, a mizeme je tedy od sebe vzajemné rozliSovat a pfi definovani
mikrostavu soustavy mizeme (musime) ptesné popsat, v jaké ¢asti fazového prostoru — tj. v jaké fazové
buiice - je ktera ¢astice, tj. S jakym potadovym Cislem.

Jestlize si pak predstavime, ze by se vzijemné vyménily dvé castice (dva body) ze dvou riznych
fazovych bun€k — pak by vznikl zcela jiny mikrostav , ale — protoze se nezméni pocty &astic ve
fazovych bunikach — nezméni se také stavové veliCiny (vnitini energie) — nezméni se tedy ani makrostav
soustavy

Z dtivodu vysokého poctu ¢astic V termodynamickych soustavach je také obrovsky pocet moznych zdmén
¢astic, proto miZzeme spolehlivé konstatovat :

Urcity makrostav soustavy lIze vytvorit mnoha ruznymi mikrostavy, které se od sebe lisi pouze
vzdjemnymi zaménami Cdstic v buiikdach fazového prostoru, pricemZ pocty Castic v téchto buiikdach
zistavaji nezménéné.

(Makrostav se tedy zméni pouze pii zméné poctu Castic v nékteré fazové buiice.)

Celkovy pocet téchto mikrostavi, ktery jisté uréuje pravdépodobnost realizace tohoto makrostavu, Se
nazyva termodynamickd pravdépodobnost W makrostavu (stavu) soustavy.

V klasické termodynamice se dokazuje, ze Stav termodynamické rovnovdahy soustavy je charakterizovan

maximdalnim_poctem_moZnych _mikrostavii, tedy maximdlni_termodynamickou pravdépodobnosti - a

rovnéz maximdlni entropii, ktera s touto pravdépodobnosti souvisi Boltzmannovym vztahem:

S = k-Inw

Uvédomme si dale urcitou, doposud skrytou nesniz:

ProtoZze makrostav soustavy je uréen rozloZenim ¢astic ve fazovém prostoru, méli bychom tedy byt
schopni ho popsat konkrétnimi poéty &astic AN1, AN2 , ANz, ... (v limit&¢ dN ) ve fazovych buiikach
velikosti AD1 , ADy , AP3, ... (v1imité dD), lezicich v riiznych mistech fizového prostoru.

Ovsem pocet ¢astic ve fazové burice zavisi nejen na rozlozeni ¢astic ve fazovém prostoru, tj. na poloze
fazové buriky, ale také jisté na jeji velikosti (ve vétsim fazovém objemu 4P bude vice ¢astic, stejné jako
ve vétsim ,,obycejném* objemu AV bude vice molekul latky).



Proto je potieba zvolit a pouzivat fazovou buiiku néjaké dohodnuté (,,standardni) velikosti. Optimalni je
[ednotkevd velikost, ktera se u kazdé fazové bunky jednoduse stanovi podilem:

oo AN N \P: ¢ _ AN
1 e 2 - — 3 = T cesessesssse

Ap Agy Agy
Dostaneme tak fadu (posloupnost) cisel, ktera urCuji pocty castic (bodd, obrazi stavi c¢astic)
Vv jednotkovych objemech v riznych mistech fazového prostoru - jinak fe¢eno jsou to ebjemové hustoty
(koncentrace) ¢astic v téchto mistech fazovém prostoru.

Jestlize provedeme limity téchto podilii pro diferencidlni fazové objemy, budou tato Cisla urcena
v kazdém misté fazového prostoru — vznikne tedy funkce , definovana na celém fazovém prostoru :

~_dN

q ¢ rozdélovaci funkce

f

Fyzikalni smysl: Je to pocet ¢astic (bodii, obrazu stavii ¢astic) v jednotkovém objemu fazového
prostoru (v daném mist¢),
jinak feéeno je to objemova hustota (koncentrace) ¢astic ve fazovém prostoru.

Nazev ,,rozdélovaci pochazi z toho, Ze tato funkce urcuje, jak (s jakou hustotou) jsou ¢astice rozdéleny
ve fazovém prostoru. Pti jeji znalosti 1ze jednoznacné stanovit pocéty Castic v libovolné veliké fazové
buiice v libovolném misté faizového prostoru — a_tyto pocty. jak vime, urcuji makrostav soustavy:

dN = f-d¢ | xpadne priblizs | AN = f-4¢

Proto stejné jednoznacné plati i obracené tvrzenti :

KaZdému stavu (makrostavu) termodynamické soustavy vidy odpovida urcita, charakteristicka
rozdélovaci funkce.

Rozdélovaci funkce rovmovaineho stavu termodynamicke soustavy. Boltzmannova
klasicka statistika.

Stav termodynamické rovnovahy je zdkladnim stavem (makrostavem) termodynamické soustavy -
vztahuje se k nému 1. postuldt termodynamiky :

Kazdy makroskopicky systém, ktery je od jisttho okamziku Vv danych casové neménnych vnéjsich
podminkach, vzdy nevyhnutelné¢ za urcity cas (relaxaéni doba) dospéje do stavu zvaného
termodynamickd rovnovdha, v némz neexistuji Zadné makroskopické procesy a zmény a stavové
parametry systému maji ¢asové konstantni hodnoty. Po vzniku stavu termodynamické rovnovahy je
pak jakakoliv dal§i zména makroskopického systému mozna pouze nasledkem nového vnéjsiho zasahu.




Termodynamicka rovnovaha vznikne nejrychleji v tzv. izolované _termodynamické soustavé, ve které
jsou preruseny veskeré tepelné, mechanické a jiné interakce soustavy s okolnimi télesy.

Vsechny tzv. stavové velic¢iny, zndmé ze stiedni Skoly 1 ze zakladniho vysokoskolského kurzu fyziky jsou
stanoveny, definovany praveé jen v tomto stavu — jsou to vlastné ,,veli¢iny rovnovazného stavu®.

Jedin€é v rovnovazném stavu pak pro tyto veliCiny plati stavovd rovmice, ktera umoziuje vypocty
termodynamickych procest, pfi kterych se jen relativn€¢ pomalu méni rovnovazny stav systému — to jsou
tzv. kvazistatické procesy .

Rozdé€lovaci funkci rovnovazného stavu Ize odvodit relativné jednoduse z jiz zminéného Boltzmannova
vztahu a ztoho, Ze rovnovazny stav soustavy je charakterizovan maximalni termodynamickou
pravdépodobnosti a maximalni entropii:

S = k-Inw

Relativné jednoduchym postupem — hledanim maxima - dostaneme :

E E

_ kT = N. o kT
f = konst- e ~ o e Boltzmannova rozdélovaci funkce

Ve vztahu je opét oznaden celkovy pocet ¢astic jako N a E je celkova energie jedné &astice, K je
Boltzmannova konstanta a T je absolutni teplota.)
Veli¢ina o je tzv. stavovy soucet, pro ktery plati rovnice :
_E
o = I e kT.do
@

Stavovy soucet

Abychom mohli tento integral vypocitat, musime znat energii ¢astice :
E = Epot. + Exin. = E(X,Y,Z, Px, Py, P;)

Tato funkce ma jednoduchy tvar u idealniho plynu, slozeného pouze z jednoatomovych molekul, jejichz
energii tvofi pouze kineticka energie posuvného pohybu (hmotného bodu) :

2 = P Pa+ Pyt R
2m 2m

E = Ein, =

N[~

A vede k jednoduchému vypoctu stavového souctu :
2 2 2
E P+ By P

oc=Je Kdo=[[[]][]e 2mkT  .dx dy dz dpy dpy dp,
Xy z

ProtoZe soucin diferencialii prostorovych proménnych je objemovy element (dx .dy .dz =dV) a
funkce za integralem umoznuje separaci proménnych, dostaneme:

6



2 2 2
Px 400 py 400 Pz

o = de'Te_ 2mk-T dp,, - I e 2mkT dp, . I e 2mkT gp,
\% —00 — —®

Vysledek prvniho integralu je objem termodynamické soustavy V a nasledujici tii integraly jsou
matematicky totozné a Ize je pievést na tfi formalné stejné vyrazy substitucemi :

— px — py — pz
A2mkT A2mkT A2mkT
Dostaneme :
3

+0
o= V. |./2mkT -Ie_“zda

Laplacetv integral v zavorce ma hodnotu ~/7z , proto nakonec bude:

3
o= V- ( 2rmkT ) 2 Stavovy soucet idealniho plynu

Je tedy rozdé¢lovaci funkce idealniho plynu :

p2

3
V- (2zmkT )2

Maxwell-Boltzmannova rozdélovaci funkce

Casto se také pouZiva tvar pro pocet ¢astic v elementu fazového prostoru :

p2

dN = N e 2mkT. dg
V- (22mkT )2

Maxwell-Boltzmanniiv rozdélovaci zakon ( rozdéleni) pro idedlni plyn

Z ptedchoziho textu vime, Ze to je pocet ¢astic, které maji vSechny prakticky stejné soutadnice, ptesnéji
feCeno, maji je v elementarnich intervalech:

x e (x, x+dx) Pxe (Px, Px+dpx)
y e (y, y+dy) py< (py. py+dpy)
z e (z, z+dz) p,e (pz, p,+dp;)

ProtoZe rozdé€lovaci funkce neobsahuje prostorové proménné X,y,Z - je velmi jednoduché secist tyto
Castice v celém objemu V termodynamické soustavy:

p2

dN = (|[dxdydz- N . e 2mkT .do. dp. d
j\{j IJJ S V-(27rka)% ° Px Py Pz




Stejné jako pii vypoctu stavového souétu je vysledkem vzniklého integralu objem V termodynamické
soustavy, ktery se vykrati se jmenovatelem a tak dostaneme rozdélovaci zakon ve tvaru:

p2

dN = #3 e_ 2m-k-T . dpx dpy dpz
(27mkT )2

(pocet astic na levé strané je opét oznacen dN, i kdyz formalné by mohl byt odlisen indexem, nebo ¢arkou)

Uvédomme si, co jsme nyni dostali — je to pocet &astic (z celkového poctu ¢astic N celé soustavy), které
maji (prakticky) stejné hybnosti, tj. jejich soufadnice hybnosti jsou v intervalech:

Px € (le px"‘dpx)
Py € (py’ py+dpy)
P; € (pz1 pz+dpz)

Nebo jinak Feceno - jejich hybnosti jsou v objemovém elementu prostoru hybnosti, ktery ma tvar
pravouhlého kvadru :

dH = dpy 'dpy -dp,
Jak jsme jiz uvazovali, pro stav termodynamického systému maji principidlni vyznam pouze poéty Castic
a velikost ptislusného objemového elementu — ne jeho tvar !

Proto nemusi mit buniky ve fAzovém prostoru pravouhly tvar, ale mohou to byt objemy libovolnych tvari
— stejné tak mizeme volit objemy i zde — vV prostoru hybnosti (ktery je jeho podprostorem).

Velmi dulezity vysledek dava volba tenké kulové vrstvy o poloméru p a tloustce dp . Takova kulova
vrstva je totiz geometrickym mistem Castic soustavy, jejichz velikost hybnosti je z intervalu :

pe (p, p+dp)

Tedy velikost hybnosti vSech téchto ¢astic je prakticky stejna a rovna hodnoté p . VSechny castice
tedy také maji stejnou kinetickou energii Wkin .

Objem tenké kulové vrstvy lze jednoduse vyjadfit :
dH = 4r p2 -dp

A po dosazeni do rozdélovaciho zdkona dostaneme (z matematického hlediska je to také mozno oznacit
za transformaci do sférickych soufadnic) :

p2

dN(p) = —4=N__. o 2mkT . p?.dp
(27mkT )2

Maxwellovo rozdéleni podle velikosti hybnosti

Nakonec miizeme pievést hybnost na rychlost :
p=mv
Potom dosadime :

p?> = m?.v? dp = m-dv

A dostaneme nejjednodussi rozdé€leni pro idedlni plyn :

8



, o _mv?
dN(v) = 47N (5 0-)2-e  2kT . v2.dy

Maxwellovo rozdéleni podle velikosti rychlosti

Je to podet &astic celé soustavy (z celkového poctu N ), které viechny maji (prakticky) stejnou velikost
rychlosti V , nebo-li maji velikosti svych rychlosti v zadaném diferencilnim intervalu (v, Vv + dv) .
Samoziejmé vSechny ¢astice maji také stejnou Kinetickou energii Wkin .

Ze ziskaného vztahu mizeme jesté osamostatnit rozdélovaci funkci:

m-v2

3 -
> . 2

f(v) =

dN(v)
v

Maxwellova rozdélovaci funkce podle velikosti rychlosti

Smysl této funkce jako rozd€lovaci funkce je stale stejny — stanovuje pocet Castic v jednotkovém
elementu fazového prostoru — ten se nam ovSem zde redukoval na pouhy jeden rozmér — na velikost
rychlosti.

Je to tedy podet Castic v jednotkovém intervalu (velikosti) rychlosti (v misté dané rychlosti V) — jinak také
feeno hustota Cdstic na ose rychlosti).

Graficky :
f(v)

b - e

o
3 N
57

N

Z grafu je vidét, ze Castice plynu maji ptfi svém neuspoiadaném pohybu vSechny mozné rychlosti od nuly
do nekonecna, ale Ze existuje oblast sttednich rychlosti (kolem maxima), kterou ma nejvétsi pocet Castic.

Polohu maxima rozdé¢lovaci funkce uréuje tzv. nejpravdépodobnéjsi rychlost:

kT
Vp = m nejpravdépodobnéjsi rychlost

(Zkuste ji vypocitat za D.cv. standardnim matematickym postupem z nulové prvni derivace funkce)




Znalost rozdé¢lovaci funkce umoznuje pocitat sttedni hodnoty rtiznych veli¢in, vztahujicich se k ¢asticim
soustavy, naptiklad stfedni (prumérnou) rychlost molekul - jako aritmeticky priamér z rychlosti vsech
molekul:

Vl +V2 +V3+...+VN
N

Za pouziti rozdélovaci funkce lze pfevést tento soucet jako vaZeny aritmeticky primér na urcity
integral pies cely obor rychlosti:

B 1 @ 1 % | 8KT
Vv = W gv-dN :ﬁ- £V- f(V)'dV = ﬂ—m stiedni rychlost molekul

Také se pocita stiredni_kvadraticka rychlost molekul jako aritmeticky primér ze vSech kvadrati
jednotlivych rychlosti molekul :

VS:v:

w3 v12+v§+...+vﬁ 3kT

1 2
= = —.[ve f(v)-dv = =~
v N gv (v)-dv

stiredni kvadratickd rychlost

N m

Jeji odmocnina se pak nazyva efektivni rychlost:

3kT
Vef = m efektivni rychlost

Pokuste se opét za D.cv. provést vypocty téchto rychlosti pomoci Laplaceova integralu. Pti vypoctu
pouzijte vysledky zndmé z integralniho poc¢tu (proa>0, n= 0,1, 2, 3,4, ...

j x"exp(—ax?) dx = - d/da j x "2 exp(—ax?) dx, j xexp(—ax?)dx = 1/2a, j exp(—ax?) dx = V/4a.

0 0 0 0

Stiedni a efektivni rychlost se vyrazné nelisi (jen asi o 10 %) od vySe uvedené nejpravdépodobné;jsi
rychlosti (viz obr).

Doplnék 1 : Rozdé€leni poctu ¢astic ve fdzovém prostoru mizeme také jednoduse pievést na rozdéleni
pravdépodobnosti :

Proved’'me nejprve malou upravu vztahu pro pocet Castic v obecné fazové buiice :

dN = f.do
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Rovnici vydélime celkovym poétem ¢astic N :

dN _ f
N = N 42
A uvazme vyznam vzniklych veli¢in. Nejprve na levé stran¢ vznikly podil:
— dN
dw = 5

Je pomérem poctu ¢astic ve fazové bunce ku celkovému poctu Castic — je to relativni pocet cCastic ve
fazové bunice. A navic — jestlize si piedstavim, Ze nahodné vyberu jednu Castici ze soustavy — pak
uvedeny podil udava pravé pravdépedobnost, ze nahodné vybrana ¢astice patfi do uvazované fazové
bunky

(jako vzdy u matematické pravdépodobnosti je to podil poctu ptiznivych piipadi uvazovaného jevu ku
poctu vSech moznosti) :

Na druhé stran¢ rovnice jsme pak dostali veli¢inu (funkci):

9=
A rovnice ma tvar :
dw = g-d@
Smysl nové funkce ¢ odhalime po jejim osamostatnéni :
_dw
~do

Je to tedy pravdépodobnost vybéru Castice z dané fazové bunky vydélena velikosti této buiiky — tedy
piepoétena na jednotkovy fazovy objem — opét tedy mizeme mluvit o (objemové) hustoté této
pravdépodobnosti. Funkce g pak také mtize byt nazvana rezdélovaci funkci pravdépodobnosti.

Konkrétné pro Boltzmannovo a Maxwellovo rozdé&leni mizeme psat :

_E
g=1 =1 ¢ kT o ) _
N P Boltzmannova rozdélovact funkce (pravdépodobnosti)
. m-v?
_ flv) _ m \2.a 2kT . 2
9= "N A (g )? @ v

Maxwellova rozdélovaci funkce (pravdépodobnosti)

Pti pouziti rozdélovaci funkce pravdépodobnosti se pak zjednodusi zapis stfednich hodnot, naptiklad
stfedni rychlosti :

iTde :i.
N 0 N

O — 8

o0
v f (V) -dv = IV g (V) -dv stiedni rychlost molekul
0
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Doplnék 2 : Rozdé€leni poctu Castic ve fazovém prostoru mizeme také jednoduse pievést na rozdéleni
podle energie :

To lze dobfte provést u idedlniho plynu, jehoz ¢astice maji pouze kinetickou energii :

2
_ _ 1my2 _ P
E = Ekin. = Emv = om
Z této rovnice vyjadiime kvadrat rychlosti :
2 _ 2E
m

Vzniklou rovnici diferencujeme :

.dv = 2.
2v-dv = £-dE
A vyjadiime diferencidl rychlosti :
- 1. _ 1. _ _dE
dv = ——-dE = o dE S E
m

Vznikl¢ vztahy pak dosadime do Maxwellova rozdélent :

m-v2 E

dN = 4 N-(L)g-e_m.vzdv—4 N(= )%-e kT .2E _d
= ar 27KT = AN kT m - om.

m

3
m

Dostaneme tak :

E E
§ —_— [
dN(E) = 2zN-(=1-)2.J/E-e kT.dE = konst -~/E-e kT .dE
kT

Maxwellovo rozdéleni podle energii

Je to pocet Castic, které maji vSechny prakticky stejnou energii E, tj. jinak feceno, jejichz energie lezi
v diferencialnim intervalu (E, E + dE).
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