Resené piiklady z linedrni algebry - éast 0

Reseni soustav linearnich algebraickych rovnic prevedenim
rozsirené matice soustavy na redukovany stupnovity tvar

Piiklad 0.1: Urcete vSechna feSeni soustavy rovnic

31’1 + 4%2 - 21’3 = 1 s
21’1 - To — 3£L'3 = 1 s
—rT — 2$2 + 31173 = 5 R

4.

21}1 -+ 2[132 — 4%’3 = —
Reseni:
Soustavu linearnich algebraickych rovnic budeme fesit Gaussovou eliminacni

metodou. Rozsitenou matici soustavy upravime pomoci radkovych elementar-
nich uprav na redukovany stupnovity tvar s pivotnimi prvky 1.

Matice soustavy v redukovaném stupnovitém tvaru s pivotnimi
prvky 1 je takova matice, kdy zadné dva fadky nemohou zac¢inat prvnim
nenulovym prvkem (tzv. pivotnim prvkem) od stejného sloupce, samotné pi-
votni prvky jsou 1 a navic ve sloupcich, kde jsou pivotni prvky, jsou vsechny
ostatni prvky nulové. Vyuzivame ptitom rfadkové elementarni tpravy,
kam patii:

e vzijemna vyména dvou radku,
e vynasobeni radku nenulovym éislem,
e pric¢teni ndsobku jednoho fadku (tzv. pivotniho fadku) k jinému radku.

Koeficienty zadané soustavy zapiseme do rozsitené matice soustavy a tu pak
zatneme upravovat.
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Prvni fazi uprav jsme zacali vybérem vhodného pivotniho prvku v prvnim
sloupci matice, je to ¢islo —1 ve tfetim fadku, proto nejprve vyménime prvni
a tieti fadek matice. Ctvrty fddek soucasné vyndsobime &fslem 1/2. Déle
budeme pii¢itanim vhodnych nasobku pivotniho prvniho fadku eliminovat
prvni nezndmou ze zbylych tadki, tj. k druhému radku pricteme 2-nasobek,
ke tfetimu fadku 3-nasobek a ke ¢tvrtému radku 1-nédsobek pivotniho prvniho
rfadku. Pokud nyni jesté vynasobime prvni radek cislem —1, zajistime, aby
pivotnim prvkem v prvnim fadku byla jednicka. Prvni fadek tak splnil svoji
roli pivotniho fadku v prvni fazi iprav, pti dalsich ipravach rozsitené matice
soustavy na stupnovity tvar jej nebudeme potiebovat (jeho piipadné uziti by
"pokazilo” ziskany tvar prvniho sloupce).

V dalsi fazi uprav se zaméiime na druhy sloupec, pivotni prvek vybirame
z ¢isel —5, —2, —1, vhodnym pivotnim prvkem muze byt ¢islo —1. Vyménime
proto druhy a ¢tvrty fadek. Druhy tadek po této tpravé vyuzijeme jako
pivotni a ke tfetimu fadku pricteme jeho (—2)-ndsobek a ke ¢tvrtému radku
jeho (—5)-ndsobek. Takto ziskdme dalsi stupen v pozadovaném tvaru matice,
k vylepsSeni pivotniho prvku na ¢islo 1 jesté vynasobime druhy tfadek cislem
—1:
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K ziskani stupnovitého tvaru matice uz staci pouze treti fadek vynasobit
¢islem 1/5, resp. ¢tvrty radek cislem —1/2. Oba takto upravené radky jsou
shodné, proto prictenim (—1) -ndsobku tetiho radku ke ¢tvrtému ziskdme
radek ze samych nul.
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Matice soustavy mé stupniovity tvar a vSechny pivotni prvky jsou jednicky.
Redukovany stupnovity tvar potiebuje jesté nuly nad pivotnimi prvky. Zacne-
me tfetim sloupcem, k prvnimu fadku pficteme 3-nasobek a k druhému radku
1-nésobek pivotniho tietiho radku. Posledni chybéjici nulu ve druhém sloupci
ziskdme, kdyz k prvnimu fddku pticteme (—2)-ndsobek pivotniho druhého
radku.
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Rozsitenou matici zadané soustavy jsme prevedli pomoci fadkovych elemen-
tarnich uprav na redukovany stupnovity tvar s pivotnimi prvky 1, tomuto
tvaru odpovidé soustava

T = 37
T = —1,

Zadana soustava ma tedy pravé jedno feSeni, je jim primo trojice

x =[3,-1,2]".

Priklad 0.2: Urcete vSechna feseni soustavy rovnic

201 — xT9 4+ 4x3 + 3xy — Adxy = 4,
3I1 + 2%2 — r3 — 31’4 + 231’5 = —13 s

ry — 2ZE2 + 51’3 + 3ZE4 - 1].[)35 = 5 s
2?[71 -+ 3!132 - 41’3 - 2I4 + 22I5 = —T.

Resent:

Soustavu linedrnich algebraickych rovnic budeme opét tesit Gaussovou eli-
minacni metodou. Rozsifenou matici soustavy upravime pomoci fadkovych
elementarnich uprav na redukovany stupnovity tvar s pivotnimi prvky 1.
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Prvni fazi uprav jsme zacali vybérem vhodného pivotniho prvku v prvnim
sloupci matice, je to ¢islo 1 ve tretim fadku, proto nejprve vyménime prvni
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a treti radek matice. Dale budeme pri¢itanim vhodnych nasobku pivotniho
prvniho tfadku eliminovat prvni nezndmou ze zbylych radku, tj. k druhému
radku pficteme (—3)-nasobek, ke tretimu rfadku (—2)-nasobek a ke ¢tvrtému
radku téz (—2)-nasobek pivotniho prvniho fadku. Prvni fadek tak splnil svoji
roli pivotniho fadku v prvni fazi iprav, pti dalsich ipravach rozsitené matice
soustavy na stupnovity tvar jej budeme zatim pouze opisovat.

V dalsi fazi dprav se zamérime na druhy sloupec, zadné z ¢isel 8,3,7 ale
neni vhodnym pivotnim prvkem. Pivotni prvek —1 dostaneme napi. tak, ze
ke ¢tvrtému fadku pricteme (—1) -ndsobek druhého fadku. Dale vyménime
druhy a ¢tvrty radek matice a zaroven novy ctvrty radek vynasobime cislem
1/4. Po této upravé vyuzijeme druhy fadek jako pivotni a ke tretimu radku
pricteme jeho 3-nasobek a ke ¢tvrtému radku jeho 2-nasobek. Takto ziskdme
dalsi stupen v pozadovaném tvaru matice:
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Nyni muzeme tfeti fadek vynasobit ¢islem 1/9 a ctvrty fadek cislem 1/5,
oba tadky pak budou stejné. Stupnovity tvar matice ziskame tak, ze ke
¢tvrtému fadku pricteme (—1) -ndsobek tietiho fadku. Pokud navic druhy
radek vynésobime ¢islem —1, budou jiz vSechny pivotni prvky rovny 1.
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Aby matice byla v redukovaném stupnovitém tvaru, potfebujeme jesté ziskat
nuly nad pivotnimi prvky ve druhém a c¢tvrtém sloupci. Zacneme ctvrtym
sloupcem, k prvnimu tddku pricteme (—3)-ndsobek a k druhému radku 4-
nasobek pivotniho tretiho radku. Posledni chybéjici nulu ve druhém sloupci

dostaneme tak, ze k prvnimu fadku pri¢teme 2-nasobek pivotniho druhého
radku.
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Posledni matice je v pozadovaném redukovaném stupnovitém tvaru s pi-
votnimi prvky 1, odpovida ji soustava linearnich algebraickych rovnic

I + T3 + 31‘5 = —2,
To — 2[L‘3 + 4[L‘5 = 1 s
Ty — 2x5 = 3.

Pocet rovnic posledni soustavy je mensi nez poc¢et neznamych, znamena to, ze
soustava bude mit nekonecné mnoho reseni. VSechna feseni soustavy ziskame
nasledujicim zpusobem.

Z jednotlivych rovnic vyjadifme prvni nezndmé, nebot tyto nezndme od-
povidaji pivotnim prvkum 1. Zbylé dvé nezndmé mohou byt libovolné, napt.
r3=taxs;=s, kde t,s € R jsou tzv. parametry reseni. Potom
T1=—2—23—3x5 =—2—1— 3s,

To =1+ 2x3 —4xs5 =1+ 2t — 4s,

ry =3+ 2x5 =3+ 2s.

Vsechna feSeni zadané soustavy pak zapiSeme jako usporadanou pétici x :
X=[-2—t—3s,1+2t—4s¢3+2s,5]",
resp.
x=[-2,1,0,3,0]" +¢.[-1,2,1,0,0]" +s.[-3,-4,0,2,1]",

kde t, s jsou libovolna realna cisla.

Poznamka:
Pozdéji se nauc¢ime urcovat reSeni soustav jesté jinym zpusobem, k tomu jsou
ale zapotiebi hlubsi znalosti o linearnich prostorech a linedrnich zobrazenich.



