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Lineárńı algebra

▶ Lineárńı algebra studuje vektorové prostory a lineárńı zobrazeńı mezi nimi.

▶ Základńımi objekty jsou:

▶ vektory a operace s nimi (sč́ıtáńı, násobeńı skalárem),
▶ báze a soustavy soǔradnic (jak vektory zapisujeme),
▶ matice jako praktický zápis lineárńıch zobrazeńı,
▶ skalárńı součin (délky, úhly),
▶ vlastńı č́ısla a vlastńı vektory (směry, které se transformaćı neměńı).

▶ Lineárńı algebra tvǒŕı základńı stavebńı kámen matematiky a aplikaćı

▶ Na jej́ıch pojmech a metodách je postavena celá řada daľśıch discipĺın, nap̌ŕıklad

▶ geometrie,
▶ numerická matematika,
▶ optimalizace,
▶ fyzika,
▶ poč́ıtačová grafika,
▶ strojové učeńı.

KMA/GKP Geometrie ǩrivek a ploch 3 / 38
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Vektorový prostor

▶ Základńım algebraickým objektem, se kterým budeme pracovat, je vektorový prostor.

Definice (Vektorový prostor)

Vektorový prostor nad tělesem R je množina V , jej́ıž prvky nazýváme vektory, na které jsou
definovány dvě operace:

▶ sč́ıtáńı vektor̊u: + : V × V → V , znač́ıme u⃗+ v⃗
(
∀u⃗, v⃗ ∈ V : u⃗+ v⃗ ∈ V

)
,

▶ násobeńı skalárem: · : R× V → V , znač́ıme αv⃗
(
∀v⃗ ∈ V, ∀λ ∈ R : λv⃗ ∈ V

)
,

tak, že pro všechna u⃗, v⃗, w⃗ ∈ V a α, β ∈ R plat́ı následuj́ıćı axiomy:

1 u⃗+ v⃗ = v⃗ + u⃗,

2 (u⃗+ v⃗) + w⃗ = u⃗+ (v⃗ + w⃗),

3 Existuje nulový vektor 0⃗ ∈ V , že v⃗ + 0⃗ = v⃗,

4 Ke každému v⃗ ∈ V existuje −v⃗ ∈ V , že v⃗ + (−v⃗) = 0⃗,

5 α(u⃗+ v⃗) = αu⃗+ αv⃗,

6 (α+ β)v⃗ = αv⃗ + βv⃗,

7 (αβ)v⃗ = α(βv⃗),

8 1 v⃗ = v⃗.
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Př́ıklady vektorových prostor̊u

▶ Významnou roli hraje následuj́ıćı vektorový prostor:

Př́ıklad (Vektorový prostor Rn)

Vektorový prostor Rn tvǒŕı množina všech n-tic reálných č́ısel:

Rn = {(x1, . . . , xn) | xi ∈ R} ,

s operacemi definovanými po složkách:

(x1, . . . , xn) + (y1, . . . , yn) = (x1 + y1, . . . , xn + yn),

λ(x1, . . . , xn) = (λx1, . . . , λxn).

Daľśı p̌ŕıklady vektorových prostor̊u:

▶ Prostory reálných polynomů Pk stupně nejvýše k.

▶ Prostory všech reálných matic daného rozměru, nap̌r. Rm×n.

▶ Prostory hladkých funkćı na intervalu, nap̌r. C1(⟨a, b⟩).

...
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Vektorový podprostor

Definice (Vektorový podprostor)

Necht’ V je vektorový prostor. Neprázdnou podmnožinu U ⊂ V nazýváme vektorovým
podprostorem prostoru V , jestliže pro všechna u⃗, v⃗ ∈ U a všechna α, β ∈ R plat́ı

αu⃗+ βv⃗ ∈ U.

▶ Z definice plyne, že U obsahuje nulový vektor: pro libovolné u⃗, v⃗ ∈ U volbou α = β = 0
dostaneme

0u⃗+ 0v⃗ = 0⃗ ∈ U.

▶ Uzav̌renost na sč́ıtáńı dostaneme volbou α = β = 1:

u⃗+ v⃗ ∈ U.

▶ Uzav̌renost na násobeńı skalárem plyne z volby α = λ, β = 0:

λu⃗ ∈ U.

▶ Vektorový podprostor je tedy podmnožina vektorového prostoru, která je se stejnými
operacemi sama opět vektorovým prostorem.
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Př́ıklad vektorového podprostoru v R3

Př́ıklad (Rovina procházej́ıćı počátkem)

Uvažujme množinu
U = {(x, y, z) ∈ R3 | x+ y + z = 0}.

▶ Nejprve ově̌ŕıme, že U ̸= ∅, protože nulový vektor splňuje 0 + 0 + 0 = 0.

▶ Necht’ (x1, y1, z1), (x2, y2, z2) ∈ U a α, β ∈ R; pak lineárńı kombinace paťŕı do U :

α(x1, y1, z1) + β(x2, y2, z2) = (αx1 + βx2, αy1 + βy2, αz1 + βz2).

(αx1 + βx2) + (αy1 + βy2) + (αz1 + βz2) = α (x1 + y1 + z1)︸ ︷︷ ︸
0

+β (x2 + y2 + z2)︸ ︷︷ ︸
0

= 0.

▶ Množina U je tedy vektorovým podprostorem prostoru R3 – geometricky jde o rovinu
procházej́ıćı počátkem.

▶ Obecně plat́ı, že množina všech řešeńı homogenńı lineárńı soustavy rovnic

Ax = 0

je vždy vektorovým podprostorem prostoru Rn.
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Báze a soustava soǔradnic

▶ My budeme pracovat pouze s konečně dimenzionálńımi vektorovými prostory, neboli s
prostory, které maj́ı konečnou bázi.

Definice (Báze a dimenze)

Báze (konečně dimenzionálńıho) vektorového prostoru V je uspǒrádaná konečná množina vektor̊u

B = {e⃗1, . . . , e⃗n},

která je lineárně nezávislá a generuje celý prostor V . Počet prvk̊u báze nazýváme dimenźı
prostoru V a znač́ıme

dimV = n.

Definice (Soustava soǔradnic)

Necht’ B = {e⃗1, . . . , e⃗n} je báze prostoru V . Každý vektor v⃗ ∈ V lze jednoznačně vyjáďrit ve
tvaru

v⃗ =
n∑

i=1

vie⃗i,

kde v1, . . . , vn ∈ R jsou soǔradnice vektoru vzhledem k bázi B.

▶ Analogicky definujeme bázi, dimenzi a soǔradnice i pro vektorové podprostory.
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Přechod k soǔradnićım v Rn

Tvrzeńı (Identifikace s Rn)

Každý vektorový prostor dimenze n je izomorfńı s prostorem Rn pomoćı p̌rǐrazeńı:

v⃗ =
n∑

i=1

vie⃗i ←→ (v1, . . . , vn) ∈ Rn.

▶ Izomorfismus je vzájemně jednoznačné lineárńı zobrazeńı (viz. později).

▶ Prvky prostoru Rn budeme zapisovat ve tvaru

v = (v1, . . . , vn) ∈ Rn.

Př́ıklad (Kanonická báze)

Prostor Rn má kanonickou bázi

e1 = (1, 0, 0, . . . , 0), e2 = (0, 1, 0, . . . , 0), . . . en = (0, 0, . . . , 1).

▶ My budeme vždy pracovat s vektorovým prostorem Rn a použ́ıvat kanonickou bázi.
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Skalárńı součin v Rn

▶ Uvažujeme V = Rn, kde jsou soǔradnice vektor̊u vyjáďreny vzhledem ke kanonické bázi.

Definice (Skalárńı součin)

Skalárńı součin dvou vektor̊u u = (u1, . . . , un), v = (v1, . . . , vn) ∈ Rn je dán vzorcem:

u · v =
n∑

i=1

uivi.

Definice (Velikost vektoru)

Velikost vektoru u je definována pomoćı skalárńıho součinu:

∥u∥ =
√
u · u =

√√√√ n∑
i=1

u2
i .

▶ Vektory u,v jsou kolmé, pokud u · v = 0.

▶ Úhel φ ∈ ⟨0, π⟩ mezi nenulovými vektory určuje vzorec:

u · v = ∥u∥ ∥v∥ cosφ.
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Př́ıklad: skalárńı součin, norma a úhel

Př́ıklad (Skalárńı součin)

Uvažujme vektory
u = (1, 2, 2), v = (2, 0, 1).

▶ Skalárńı součin:
u · v = 1 · 2 + 2 · 0 + 2 · 1 = 4.

▶ Velikosti vektor̊u:

∥u∥ =
√

12 + 22 + 22 =
√
9 = 3, ∥v∥ =

√
22 + 02 + 12 =

√
5.

▶ Úhel mezi vektory:

cosφ =
u · v
∥u∥ ∥v∥

=
4

3
√
5
.

▶ Z toho plyne, že vektory u a v nejsou kolmé ani rovnoběžné.

KMA/GKP Geometrie ǩrivek a ploch 11 / 38
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Ortonormálńı báze

Definice (Ortogonálńı báze podprostoru)

Necht’ U ⊂ Rn je vektorový podprostor dimenze k. Bázi

B = {d1, . . . ,dk}

nazýváme ortogonálńı báźı podprostoru U , jestliže pro všechna i ̸= j plat́ı

di · dj = 0.

Definice (Ortonormálńı báze podprostoru)

Ortogonálńı bázi {d1, . . . ,dk} nazýváme ortonormálńı, jestliže nav́ıc pro všechna i ∈ {1, . . . , k}
plat́ı

∥di∥ = 1, ekvivalentně di · dj =

{
1, i = j,

0, i ̸= j.

Tvrzeńı (Kanonická báze v Rn)

Kanonická báze

e1 = (1, 0, 0, . . . , 0), e2 = (0, 1, 0, . . . , 0), . . . en = (0, 0, . . . , 1)

prostoru Rn je ortonormálńı báźı.
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Ortonormalizačńı proces (Gram–Schmidt)

▶ Necht’ U ⊂ Rn je vektorový podprostor a {v1, . . . ,vk} je jeho báze.

▶ Pomoćı Gramova–Schmidtova procesu z této báze sestroj́ıme ortogonálńı bázi
{w1, . . . ,wk}:

w1 := v1,

wi := vi −
i−1∑
j=1

vi ·wj

∥wj∥2
wj , i = 2, . . . , k.

▶ Z ortogonálńı báze pak źıskáme ortonormálńı bázi {d1, . . . ,dk} podprostoru U normalizaćı:

di :=
wi

∥wi∥
, i = 1, . . . , k.

KMA/GKP Geometrie ǩrivek a ploch 13 / 38
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Př́ıklad: Gramův–Schmidt̊uv proces v R3

Př́ıklad (Ortonormalizace báze)

Uvažujme podprostor U ⊂ R3 s báźı

v1 = (1, 1, 0), v2 = (1, 0, 1).

▶ Nejprve polož́ıme
w1 = v1 = (1, 1, 0),

▶ Dále spoč́ıtáme

w2 = v2 −
v2 ·w1

∥w1∥2
w1 = (1, 0, 1)−

1

2
(1, 1, 0) =

(
1
2
,− 1

2
, 1

)
∼ (1,−1, 2) = w̃2.

▶ Máme tedy ortogonálńı bázi:

w1 = (1, 1, 0), w̃2 = (1,−1, 2).

▶ Normalizaćı dostaneme ortonormálńı bázi:

d1 =
1
√
2
(1, 1, 0), d2 =

1
√
6
(1,−1, 2).
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Projekce vektoru

Tvrzeńı (Projekce a rozklad)

Necht’ u,v ∈ Rn, kde v ̸= 0. Pak existuje právě jeden rozklad:

u = u∥ + u⊥,

kde u∥ je rovnoběžný s v a u⊥ je kolmý k v. Vektor u∥ se nazývá projekce vektoru u ve směru
v a plat́ı:

u∥ =
u · v
∥v∥2

v.

Důkaz:

▶ Hledáme vektor tvaru u∥ = λv, aby

u⊥ = u− u∥ ⊥ v.

▶ Podḿınka kolmosti:

(u− λv) · v = 0 ⇒ λ =
u · v
∥v∥2

.

▶ Dosazeńım do u∥ = λv dostaneme hledaný vztah.

u⊥

u∥

u

v
φ

□
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Př́ıklad: projekce vektoru v R3

Př́ıklad (Projekce vektoru)

Uvažujme vektory
u = (2, 1, 1), v = (1, 1, 0).

▶ Nejprve spoč́ıtáme skalárńı součin a normu vektoru v:

u · v = 2 · 1 + 1 · 1 + 1 · 0 = 3, ∥v∥2 = 12 + 12 + 02 = 2.

▶ Projekce vektoru u do směru v je

u∥ =
u · v
∥v∥2

v =
3

2
(1, 1, 0) =

(
3
2
, 3
2
, 0

)
.

▶ Kolmá složka je

u⊥ = u− u∥ = (2, 1, 1)−
(
3
2
, 3
2
, 0

)
=

(
1
2
,− 1

2
, 1

)
.

▶ Ově̌reńı kolmosti:
u⊥ · v = 1

2
· 1 + (− 1

2
) · 1 + 1 · 0 = 0.
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Projekce na vektorový podprostor

▶ Analogicky můžeme zavést projekci vektoru do vektorového podprostoru U .

▶ K tomu je výhodné ḿıt podprostor U popsán ortogonálńı nebo ortonormálńı báźı.

▶ Necht’ U ⊂ V je vektorový podprostor a {w1, . . . ,wk} je jeho ortogonálńı báze. Pak
projekce vektoru u na U je dána vztahem

projU (u) =
k∑

i=1

u ·wi

∥wi∥2
wi.

▶ Je-li {d1, . . . ,dk} ortonormálńı báze podprostoru U , dostáváme zjednodušený tvar:

projU (u) =
k∑

i=1

(u · di)di.
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Př́ıklad: projekce na podprostor

Př́ıklad (Projekce na podprostor)

Uvažujme podprostor

U = span{w1,w2 } ⊂ R3, w1 = (1, 1, 0), w2 = (1,−1, 0),

a vektor
u = (2, 1, 3).

▶ Vektory w1,w2 jsou kolmé:
w1 ·w2 = 1− 1 + 0 = 0,

tedy tvǒŕı ortogonálńı bázi roviny U .

▶ Projekce u na U :

projU (u) =
u ·w1

∥w1∥2
w1 +

u ·w2

∥w2∥2
w2.

▶ Dosazeńım:

u ·w1 = 2 + 1 + 0 = 3, u ·w2 = 2− 1 + 0 = 1, ∥w1∥2 = ∥w2∥2 = 2.

projU (u) =
3

2
(1, 1, 0) +

1

2
(1,−1, 0) = (2, 1, 0).
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Vektorový součin v R3

Definice (Vektorový součin)

Necht’ u = (u1, u2, u3), v = (v1, v2, v3) ∈ R3. Vektorový součin je definován jako

u× v =

∣∣∣∣∣∣
e1 e2 e3
u1 u2 u3

v1 v2 v3

∣∣∣∣∣∣ =
(∣∣∣∣u2 u3

v2 v3

∣∣∣∣ ,− ∣∣∣∣u1 u3

v1 v3

∣∣∣∣ , ∣∣∣∣u1 u2

v1 v2

∣∣∣∣) .

▶ Pokud jsou vektory u,v lineárně závislé, pak

u× v = 0.

▶ Pokud jsou vektory u,v lineárně nezávislé, plat́ı:

1 u× v je ortogonálńı k oběma vektor̊um u,v.
2 ∥u× v∥ = ∥u∥ ∥v∥ sinφ, φ = ∠(u,v).
3 Směr u× v určuje pravidlo pravé ruky.
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Př́ıklad: vektorový součin

Př́ıklad (Vektorový součin)

Uvažujme vektory u = (1, 0, 1) a v = (0, 1, 1).

▶ Vektorový součin:

u× v =

∣∣∣∣∣∣
e1 e2 e3
1 0 1
0 1 1

∣∣∣∣∣∣ =
(∣∣∣∣0 1

1 1

∣∣∣∣ ,− ∣∣∣∣1 1
0 1

∣∣∣∣ , ∣∣∣∣1 0
0 1

∣∣∣∣) = (−1,−1, 1).

▶ Ově̌reńı kolmosti:

(u× v) · u = (−1,−1, 1) · (1, 0, 1) = −1 + 0 + 1 = 0,

(u× v) · v = (−1,−1, 1) · (0, 1, 1) = 0− 1 + 1 = 0.

▶ Velikosti:
∥u∥ =

√
2, ∥v∥ =

√
2, ∥u× v∥ =

√
3.

▶ Úhel mezi u a v:

cosφ =
u · v
∥u∥ ∥v∥

=
1

2
⇒ sinφ =

√
3

2
.

▶ Ově̌reńı vztahu:

∥u∥ ∥v∥ sinφ =
√
2 ·
√
2 ·
√
3

2
=
√
3 = ∥u× v∥.
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Lineárńı zobrazeńı

Definice (Lineárńı zobrazeńı)

Necht’ V,W jsou vektorové prostory nad R. Zobrazeńı φ : V →W nazýváme lineárńım, jestliže
pro všechny u⃗, v⃗ ∈ V a všechna α, β ∈ R plat́ı

φ(αu⃗+ βv⃗) = αφ(u⃗) + βφ(v⃗).

Tvrzeńı (Maticový tvar v Rn)

Necht’ V = Rn, W = Rm a φ : Rn → Rm je lineárńı. Pak existuje právě jedna matice
A ∈ Rm×n taková, že

φ(u) = Au pro všechna u ∈ Rn.

▶ Sloupce matice A tvǒŕı obrazy bázových vektor̊u prostoru Rn p̌ri zobrazeńı do prostoru Rm:

A =
(
φ(e1) · · · φ(en)

)
.

▶ Je-li φ : V → V , pak zobrazeńı φ nazýváme lineárńı transformaćı prostoru V .

▶ V p̌ŕıpadě φ : Rn → Rn je matice A čtvercová typu n× n.
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Př́ıklad lineárńı transformace

Př́ıklad (Lineárńı transformace v R2)

Uvažujme zobrazeńı φ : R2 → R2 dané p̌redpisem

φ(x, y) = (2x+ y, x− y).

▶ Matice zobrazeńı v kanonické bázi:

A =

(
2 1
1 −1

)
, φ(u) = Au.

▶ Sloupce matice A jsou obrazy bázových vektor̊u:

φ(e1) = (2, 1), φ(e2) = (1,−1).

▶ Nap̌ŕıklad pro vektor
u = (1, 2)

dostaneme

φ(u) = Au =

(
2 1
1 −1

)(
1

2

)
=

(
4

−1

)
,

tedy
φ(1, 2) = (4,−1).
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Lineárńı algebra www.KMA.zcu.cz

Jádro a obraz lineárńıho zobrazeńı

Definice (Jádro a obraz zobrazeńı)

Necht’ φ : V →W je lineárńı zobrazeńı.

▶ Jádro zobrazeńı φ je množina všech vektor̊u, které se zobraźı na nulový vektor:

kerφ = {v⃗ ∈ V | φ(v⃗) = 0⃗}.

▶ Obraz zobrazeńı φ je množina všech hodnot, kterých zobrazeńı nabývá:

Imφ = {φ(v⃗) ∈W | v⃗ ∈ V }.

▶ Množiny kerφ a Imφ jsou vektorové podprostory prostor̊u V a W .

Tvrzeńı (Maticový tvar v Rn)

Necht’ V = Rn, W = Rm a lineárńı zobrazeńı je dáno vztahem φ(u) = Au. Pak plat́ı:

kerφ = kerA = {u ∈ Rn | Au = 0},

tj. vektorový podprostor tvǒrený všemi řešeńımi homogenńı lineárńı soustavy Au = 0, a dále

Imφ = ImA = span{sloupce matice A},

tj. vektorový podprostor generovaný sloupcovými vektory matice A.
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Lineárńı algebra www.KMA.zcu.cz

Př́ıklad: výpočet jádra lineárńıho zobrazeńı

Př́ıklad (Jádro matice)

Uvažujme lineárńı zobrazeńı φ : R3 → R2 dané matićı

A =

(
1 1 0
0 1 1

)
, φ(u) = Au.

▶ Hledáme všechny vektory u = (x, y, z) splňuj́ıćı

Au = 0 ⇐⇒
{
x+ y = 0,

y + z = 0.

▶ Z rovnic dostaneme
x = −y, z = −y,

tedy
u = λ(−1, 1,−1), λ ∈ R.

▶ Jádro zobrazeńı je tedy
kerφ = span{(−1, 1,−1)},

což je p̌ŕımka procházej́ıćı počátkem v R3.
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Př́ıklad: obraz lineárńıho zobrazeńı

Př́ıklad (Obraz matice)

Uvažujme stejné lineárńı zobrazeńı φ : R3 → R2 dané matićı

A =

(
1 1 0
0 1 1

)
.

▶ Obraz zobrazeńı je generován sloupci matice:

Imφ = span{(1, 0), (1, 1), (0, 1)}.

▶ Třet́ı sloupec je lineárńı kombinaćı prvńıch dvou:

(0, 1) = (1, 1)− (1, 0),

takže postač́ı
Imφ = span{(1, 0), (1, 1)}.

▶ Tyto dva vektory jsou lineárně nezávislé, a proto

Imφ = R2.

▶ Proto je zobrazeńı surjektivńı (na).
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Vlastńı č́ısla a vlastńı vektory lineárńı transformace

Definice (Vlastńı č́ıslo a vlastńı vektor)

Necht’ φ : V → V je lineárńı transformace reálného vektorového prostoru V . Řekneme, že č́ıslo
λ ∈ R je vlastńım č́ıslem transformace φ a nenulový vektor v⃗ ∈ V je vlastńım vektorem
p̌ŕıslušným k λ, jestliže plat́ı

φ(v⃗) = λv⃗.

▶ Pro V = Rn a φ(u) = Au dostáváme rovnici

Av = λv.

Tvrzeńı (Charakteristická rovnice)

Necht’ V = Rn a φ(u) = Au, kde A ∈ Rn×n. Skalár λ ∈ C je vlastńım č́ıslem transformace φ
právě tehdy, když plat́ı

det(A− λI) = 0.

Tento polynom nazýváme charakteristický polynom matice A.

▶ I když je transformace dána reálnou matićı, jej́ı vlastńı č́ısla mohou být obecně komplexńı;
proto zde pracujeme v komplexńım rozš́ı̌reńı prostoru (tzv. komplexifikaci).

▶ Pro pevné λ ∈ C tvǒŕı množina všech řešeńı rovnice

(A− λI)v = 0 ↔ ker(A− λI)

vektorový podprostor prostoru Cn, který nazýváme vlastńı podprostor k λ:
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Př́ıklad: vlastńı č́ısla a vlastńı vektory

Př́ıklad (Vlastńı č́ısla a vektory)

Uvažujme matici

A =

2 1 0
1 2 0
0 0 3

 .

▶ Vlastńı č́ısla:

det(A− λI) =

∣∣∣∣∣∣
2− λ 1 0
1 2− λ 0
0 0 3− λ

∣∣∣∣∣∣ = (λ− 1)(λ− 3)2 = 0. → λ1 = 1, λ2,3 = 3.

▶ Vlastńı podprostory jako jádra matic A− λI:

• Pro λ = 1:1 1 0
1 1 0
0 0 2

x
y
z

 =

0
0
0

 → ker(A− I) = span{(1,−1, 0)

• Pro λ = 3:−1 1 0
1 −1 0
0 0 0

x
y
z

 =

0
0
0

 → ker(A− 3I) = span{(1, 1, 0), (0, 0, 1)}.
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Osnova

1 Lineárńı algebra

2 Afinńı a eukleidovská geometrie
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Afinńı a eukleidovská geometrie

▶ V geometrii pracujeme p̌redevš́ım s body, nejen s vektory.

▶ Vektorový prostor zvýhodňuje počátek, který ale v geometrii nemá žádný speciálńı význam.
Nap̌r. všechny vektorové podprostory procháźı počátkem.

▶ Zavád́ıme tedy afinńı prostor:

▶ umožňuje pracovat současně s body a vektory,
▶ nemá žádný preferovaný bod – neexistuje zde p̌rirozený počátek,
▶ d́ıky vektorovému zamě̌reńı lze použ́ıvat nástroje lineárńı algebry.

▶ Afinńı geometrie popisuje:

▶ body, p̌ŕımky, roviny apod.,
▶ rovnoběžnost,
▶ barycentrické kombinace bodů,

ale neumožňuje mě̌rit délky ani úhly.

▶ Pro mě̌reńı zavád́ıme eukleidovský prostor – afinńı prostor se skalárńım součinem.

▶ V eukleidovské geometrii můžeme pracovat s:

▶ vzdálenostmi,
▶ úhly a kolmost́ı,
▶ délkami, obsahy a objemy.
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Afinńı prostor

Definice (Afinńı prostor)

Afinńı prostor je trojice (A, V,⊕), kde:
▶ A je množina bodů (tzv. nositelka),

▶ V je vektorový prostor nad tělesem R (tzv. vektorové zamě̌reńı),

▶ ⊕ : A× V → A je zobrazeńı (tzv. translace),

které splňuje:

1 X ⊕ 0⃗ = X pro všechna X ∈ A,

2 X ⊕ (u⃗+ v⃗) = (X ⊕ u⃗)⊕ v⃗,

3 pro každé X,Y ∈ A existuje právě jeden u⃗ ∈ V tak, že X ⊕ u⃗ = Y .

▶ Afinńı prostor umožňuje pracovat současně s body a vektory.

▶ Vlastńı geometrické konstrukce se odehrávaj́ı v nositelce (bodové množině) A.
▶ D́ıky p̌ŕıtomnosti vektorového zamě̌reńı V můžeme v afinńı geometrii použ́ıvat nástroje

lineárńı algebry.
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Soustava soǔradnic

Definice (Soǔradnicový repér)

Necht’ O ∈ An a {e⃗1, . . . , e⃗n} je báze vektorového zamě̌reńı V . Uspǒrádanou (n+ 1)-tici

R = {O, e⃗1, . . . , e⃗n}

nazýváme repérem.

Definice (Soustava soǔradnic)

Repér R určuje zobrazeńı

S : An → Rn, X = O ⊕
n∑

i=1

xie⃗i 7−→ [x1, . . . , xn],

které nazýváme soustavou soǔradnic.

▶ Bod O se nazývá počátek soustavy soǔradnic.
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Model afinńıho prostoru v Rn

Př́ıklad (Afinńı prostor Rn)

▶ Po zavedeńı soustavy soǔradnic pracujeme s n-rozměrným afinńım prostorem nad R:

An = Rn, Vn = Rn.

▶ Translace je dána p̌redpisem

[x1, . . . , xn]⊕ (u1, . . . , un) = [x1 + u1, . . . , xn + un].

▶ Vyskytuj́ı se zde dvě r̊uzné kopie Rn:

▶ jako množina bodů A = Rn,
▶ jako vektorový prostor V = Rn.

▶ Pro rozlǐseńı zapisujeme:

▶ body hranatými závorkami x = [x1, . . . , xn],
▶ vektory kulatými závorkami u = (u1, . . . , un).

▶ Dva body x,y ∈ Rn potom jednoznačně určuj́ı vektor u = y − x.

KMA/GKP Geometrie ǩrivek a ploch 32 / 38
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Afinńı podprostor

Definice (Afinńı podprostor)

Necht’ (A, V,⊕) je afinńı prostor, X ∈ A a U ⊂ V je vektorový podprostor. Množinu

X ⊕ U = {X ⊕ u | u ∈ U }

nazýváme afinńım podprostorem.

▶ Každý afinńı podprostor v Rn lze popsat jako množinu řešeńı nehomogenńı lineárńı
soustavy

Ax = b.

▶ Na rozd́ıl od vektorového podprostoru afinńı podprostor obecně neprocháźı počátkem.
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Afinńı a eukleidovská geometrie www.KMA.zcu.cz

Eukleidovský prostor

Definice (Eukleidovský prostor)

Eukleidovským prostorem E rozuḿıme afinńı prostor, v jehož vektorovém zamě̌reńı je definován
skalárńı součin.

▶ V daľśım budeme vždy pracovat s modelem

(E, V,⊕) = (Rn,Rn,+),

a se standardńım skalárńım součinem na Rn

u · v =
n∑

i=1

uivi.

▶ D́ıky skalárńımu součinu můžeme v eukleidovském prostoru p̌rirozeně pracovat se
vzdálenostmi a úhly

∥u∥ =
√
u · u, cos∠(u,v) =

u · v
∥u∥ ∥v∥

.
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Afinńı zobrazeńı

Definice (Afinńı zobrazeńı)

Necht’ (An, V,⊕) a (Am,W,⊕′) jsou afinńı prostory. Zobrazeńı f : An → Am nazýváme afinńım,
jestliže existuje lineárńı zobrazeńı φ : V →W takové, že pro všechny X ∈ An a u⃗ ∈ V plat́ı

f(X ⊕ u⃗) = f(X)⊕′ φ(u⃗).

Tvrzeńı (Maticový tvar afinńıho zobrazeńı)

Je-li An = Rn a Am = Rm a φ(u) = Au, kde A ∈ Rm×n, pak má afinńı zobrazeńı tvar

f(x) = Ax+ b,

kde b ∈ Rm.

▶ Afinńı zobrazeńı zachovává:

▶ incidenci,
▶ rovnoběžnost,
▶ děĺıćı poměr bodů na p̌ŕımce,
▶ barycentrické kombinace.

▶ Ale na rozd́ıl od lineárńıho zobrazeńı nezobrazuje počátek na počátek.
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Př́ıklad afinńı transformace

Př́ıklad (Lineárńı část a posunut́ı)

Uvažujme afinńı transformaci f : R2 → R2 danou vztahem

f(x) =

(
1 1
0 1

)
x+

(
1

−1

)
.

▶ Zobrazeńı se skládá z lineárńı transformace

A =

(
1 1
0 1

)
a následného posunut́ı o vektor

b = (1,−1).
▶ Nap̌ŕıklad pro bod

x = [2, 3]

dostaneme

f(x) =

(
1 1
0 1

)[
2

3

]
+

(
1

−1

)
=

[
5

3

]
+

(
1

−1

)
=

[
6

2

]
.

▶ Tato afinńı transformace obecně nezachovává délky ani úhly.
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Shodnosti

Definice (Shodnost – afinńı izometrie)

Necht’ En a Em jsou eukleidovské prostory. Afinńı zobrazeńı f : En → Em nazýváme shodnost́ı
(afinńı izometríı), jestliže pro všechny body X,Y ∈ En plat́ı

∥f(X)− f(Y )∥ = ∥X − Y ∥.

▶ Z podḿınky zachováńı vzdálenost́ı plyne, že nutně n = m.

Tvrzeńı (Tvar shodnosti v Rn)

Je-li En = Rn, pak zobrazeńı f : Rn → Rn je shodnost právě tehdy, když má tvar

f(x) = Qx+ b,

kde Q ∈ Rn×n je ortogonálńı matice a b ∈ Rn.

▶ Shodnost zachovává:

▶ délky,
▶ úhly,
▶ obsahy a objemy.
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Typy shodnost́ı v R2 a R3

Shodnosti v R2:

▶ Identita.

▶ Posunut́ı o vektor b.

▶ Rotace o úhel θ kolem bodu P .

▶ Zrcadleńı podle p̌ŕımky p.

▶ Klouzavá symetrie: zrcadleńı podle p̌ŕımky p a posunut́ı ve směru p.

Shodnosti v R3:

▶ Identita.

▶ Posunut́ı o vektor b.

▶ Rotace o úhel θ kolem osy ℓ.

▶ Zrcadleńı podle roviny π.

▶ Šroubový pohyb: rotace kolem osy ℓ spojená s posunut́ım ve směru osy ℓ.

▶ Klouzavé zrcadleńı: zrcadleńı podle roviny π spojené s posunut́ım v rovině π.

▶ Otočně-zrcadlová symetrie (roto-reflexe): rotace kolem osy ℓ a následné zrcadleńı podle
roviny kolmé k ose ℓ.
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