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Diferencidlni geometrie — tivod

O &em je diferencialni geometrie
> Diferencidlni geometrie studuje k¥ivky a plochy jako hladké objekty v prostoru.
> Pomoci aparatu diferencidlniho poctu a linedrni algebry studuje jejich lokalni i globalni
geometrii.
> Po celou dobu budeme pracovat v eukleidovském prostoru
E, = (R", R™, +)
se standardnim skaldrnim sou&inem.
Prot je dilezita
> U¢&i nds, jak méFit tvar: délky, thly, obsahy a kFivosti.
> Rozliuje vnitfni vlastnosti (mé&Fitelné p¥imo ,,po povrchu: délky, thly, obsah) od vn&jsich
(popisuji, jak je plocha ohnutd v prostoru).
> Je p¥irozenym jazykem nap¥. pro geometrické modelovani, potitatovou grafiku, fyziku a
robotiku.

Hlavni témata
> U kFivek zavedeme te&nu, normalu, k¥ivost a v prostoru také torzi (Frenetiv repér).
» U ploch zavedeme te&nou rovinu a normalu, prvni a druhou fundamentalni formu a
normalovou kFivost.
> Z normalové kFivosti odvodime hlavni k¥ivosti, Gaussovu a stfedni k¥ivost a zdkladni typy
bodi plochy.
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K¥ivky v R™
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Parametrizovana k¥ivka

Definice (Parametrizovana kfivka)

Parametrizovand (parametrickd) k¥ivka v R™ je hladkd funkce v: I — R™, kde I C R je interval.

> Intervalem rozumime neprdazdnou souvislou podmnoZinu mnoZziny R. KaZdy interval ma
jeden z nasledujicich tvari:

(a,b), (a,b), (a,b), {(a,b), (—o0,b), (—00,b), (a,00), {(a,o0), (—o0,00).

> Parametrizovand k¥ivka je tedy konkrétni zpisob, jak projit body k¥ivky — v&etn& informace
o smé&ru, rychlosti, zrychleni, atd.

ICR

~(I) CR"™
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Ptiklady parametrizaci k¥ivek

Ptiklad (Pt¥iklady parametrizaci)

P¥iklady konkrétnich parametrickych k¥ivek: Sroubovice, parabola, p¥imka.

A

=———

"y(t) = [cost,sint, ] ‘ "y(t) = [t,t?] "y(t) =[2,4] +t(3,-1) ‘
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Derivace kfivky

Definice (Derivace kfivky)

Je-li v: I — R™ parametrickd kFivka se slozkami

Y(t) = [z1(8), 22(D); - - -, 2 ()]

pak jeji derivace 4': I — R™ je definovana p¥edpisem

V() = (21(1), 25(8), - 2, (1)

Derivace vyssich ¥ada se definuji analogicky.

> Parametrickou k¥ivku tedy derivujeme po jednotlivych slozkach.
> Naptiklad prostorova k¥ivka v(¢) = [z(t), y(t), 2(t)] ma prvni derivaci
V() = (&' (1), ¥ (1), (1)),
druhou derivaci

() = (" (t),y" (1), 2" (1)),
a tak dale.
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Geometricky vyznam derivace kfivky

Tvrzeni (Geometricky vyznam derivace)

Derivace parametrické kfivky v : I — R" v &ase t € I je dana vztahem

Dikaz: Plyne p¥imo z definice derivace a z toho, Ze derivujeme po slozkach.

_> 5'(t)

h—0
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K¥ivky v R™
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Hladkost k¥ivek

Definice (K¥ivka t¥idy C*)

Parametrizovana k¥ivka
v:I—R"

je tridy CF, jestlize viechny jeji slozky maji spojité derivace a# do ¥adu k v&etn&.

> Geometrické konstrukce pracuji s derivacemi k¥ivky riznych ¥ada.
> Konkrétné napftiklad:

> pro definici te¢ny sta&i k¥ivka t¥idy C1,

> pro definici k¥ivosti je nutna k¥ivka t¥idy alespoii C?2,

> pro definici torze potfebujeme k¥ivku t¥idy alespoii C3.

> Abychom se nemuseli na kazdém misté& zabyvat technickymi detaily, nebudeme u
jednotlivych pojmi vyslovné uvadét poZadovanou tFidu hladkosti.

>V celém kurzu budeme automaticky predpokladat, Ze k¥ivky maji tolik spojitych derivaci,
kolik je pro danou konstrukci pot¥eba.

> B&Zné funkce pouZivané v matematice a aplikacich (polynomy, goniometrické funkce,
exponencidlni funkce apod.) tyto podminky hladkosti automaticky spliiuji.
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K¥ivka

Definice (K¥ivka jako stopa parametrizace)

K¥ivka (stopa parametrizace) je mnoZina obrazii zobrazenf v, tedy:

C=~I)={y1t) eR" |t eI}

> Tato mnoZina nezachovdva informaci o sméru ani rychlosti priichodu — jde pouze o
geometricky tvar.

> Pokud nehrozi nedorozumé&ni, budeme dale vyrazem k¥ivka oznalovat i samotné zobrazeni
v (tedy parametrizovanou k¥ivku).

Ptiklad (Razné parametrizace téze k¥ivky)

Parametrizace
v1(t) = [cost,sint], t € (0,2m),

v2(s) = [cos(2s),sin(2s)], s € (0,7),

maji stejny obraz (jednotkovou kruznici v rovin& R?), ale popisuji riizné parametrizované k¥ivky
(jiny praibéh a rychlost).
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K¥ivky v R™
Parametrizace vs. k¥ivka

> Funkce v nepopisuje pouze trajektorii bodu, ale také obsahuje informace o jeho kinematice,
nap¥iklad o rychlosti a zrychleni.

e AV I
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Reparametrizace

Necht v : I — R™ je parametrizovand k¥ivka. Reparametrizaci k¥ivky v nazveme sloZenou k¥ivku
F(@) = ~(o(®)),
kde ¢ : I — I je hladké (t¥idy C1) zobrazeni mezi otevienymi intervaly, které spliiuje:
> ¢ je bijekce,
> ¢ (t) # 0 pro viechna t € I.

> Pracujeme-li s uzavfenymi intervaly, rozumime tim omezeni na jejich vnit¥ky.
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Reparametrizace

Ptiklad (P¥iklad reparametrizace)

Uvazujme dvé regularni rovinné k¥ivky:
() = [t 3], te(-2,2),
F(t) = [2¢,(2t)%], te(-1,1).
Obé& maji stejnou stopu — &3ast paraboly. Definujme zobrazeni
¢:(—1,1) = (—2,2), o(t) = 2t.
Pak plati:

(&) = v((1) = (v 0 8)(®).
K¥ivka 7 je tedy reparametrizaci k¥ivky ~.

7(=2) = (=1 7(2)=5@)

y(=1) = 5(=5) y(1) =~(3)

~(0) = 7(0)
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Regularni kfivka

Definice (Rychlost a regularnost kfivky)

Necht v : I — R™ je parametrizovana k¥ivka, kde I C R je interval. Okamzitd rychlost v &ase
t € I je dana velikosti derivace vektorové funkce:

o(t) = [Iv' @)
K¥ivka je regularni, pokud ma v kazdém bodé& nenulovou rychlost:

IV ()] #0 pro véechna t € I.

Ptiklad (Ptiklad neregularni k¥ivky)

Uvazujme k¥ivku

() = [t%,1%], teR.

K¥ivka md bod vratu v po&atku, protoze

V()] =0,

a tedy « nenf reguldrni v bod& t = 0.
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Uzavfend a jednoduchad kf¥ivka

Definice (Uzavfena k¥ivka)

UzavFenou kFivkou rozumime reguldrni k¥ivku v : (a, b) — R™, ktera spliiuje

v(a) = y(b).

>V nékterych situacich navic poZzadujeme, aby se shodovaly i viechny derivace na koncich
intervalu, tj. v/(a) = +'(b), v"’(a) =~+"(b), ... potom mluvime o hladce uzav¥ené (resp.
periodické) kFivce.

Definice (Jednoducha kfivka)

K¥ivku v : I — R™ nazveme jednoduchou, jestlize platf

Y(t1) =v(t2) = t1 =t2 pro viechna t1,t2 € I.

> Je-li jednoducha k¥ivka uzav¥end, pFipoustime y(a) = v(b).

uzavfena jednoduchd nejsou jednoduché
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Délka kfivky

Definice (Délka oblouku kfivky)

Délka oblouku kFivky mezi ¢asy t1 a ta, kde t1,t2 € I, se vypolte jako integral rychlosti:

t2
sterta) = [ )] de.
t1

Ptiklad (Logaritmicka spirala)

v(t) = c[e>‘t cost, e sin t], teR, ¢,A€R\{0}.

UkaZte, Ze pro A < 0 md k¥ivka « na intervalu (0, co)
kone&nou délku, pFestoZe spirdla nekone&n&krat obtodi
polatek.
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Délka kfivky

Tvrzeni (Aproximace délky lomenou &arou)

Necht v : (a,b) — R™ je reguldrni k¥ivka. Délka oblouku je ddna jako limita sou¢tu délek lomené
&ary:

k—1 b
tim S It =9l = [ 1@l de
—0 o a

kde a =t < t1 < --- <ty =D je d&leni intervalu a § = maxo<;<x(ti+1 — t;) je jeho jemnost.

Diikaz: Soucet délek lomené &ary v limit& § — O pfechadzi v Riemanniv integrél délky oblouku. OJ

~(t1)
v(t2) v{ts)

~(to)
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K¥ivky v R™

Parametrizace obloukem

Definice (Parametrizace obloukem)

KF¥ivka je parametrizovana obloukem, pokud m3a jednotkovou rychlost, tj. pravé tehdy, kdyZ plati:

v/ (t)] =1 pro viechna t € I.

> Parametrizace obloukem je zvlasté vyhodna pro vypocty a dikazy.

> KaZdou regularni kfivku Ize teoreticky vzdy takto reparametrizovat, i kdyZ v praxi to ¢asto
vede na integraly, které nelze vyjadfit elementarnimi funkcemi.
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Parametrizace obloukem

Tvrzeni (Existence parametrizace obloukem)

KaZdou reguldrni k¥ivku lze reparametrizovat obloukem.

Diikaz:
> Protoze je k¥ivka regularni, plati

~'(#)|| > 0 pro viechna t € I.
> Zvolime pevné tg € I a definujeme délkovou funkci

s(t) = / I ()] ds

Funkce s(t) je hladka a ostFe rostouci (s'(t) = ||7/(¢)|| > 0). Proto m4 inverzni funkci
= ¢(s).

Definujeme novou parametrizaci

v

v

7(s) = v(¢(s))-

> Pouzijeme pravidlo pro derivaci slozené funkce:
7' (s) =+ (6(5)) ¢’ (s)-

> Z identity so ¢ =id, tj. s(¢(s)) = s, po derivaci dostadvdme

SN () =1 = ¢'(s)= 1

1
s'(0()) I (@I

> Odtud

15 ) = 117" (@D ()] = IV (SN 757 iy ,(4,(5))“
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Vektor rychlosti a zrychleni

> Necht v : I — R"™ je reguldrni k¥ivka. Dale budeme pouZivat nasledujici notaci pfevzatou z
fyziky:

e vektor rychlosti: v(t) = 7/(15)
o vektor zrychleni: a(t) =~ (¢)

> Vektor rychlosti v(t) obsahuje informaci o:

e sméru pohybu — je te€ny ke kFivce,
o rychlosti pohybu — jeho velikost v(t) = ||v(t)|| uddvd okamZitou rychlost.
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K¥ivky v R™

Zrychleni jako , sila” ovliviiujici pohyb

> Zrychleni a(t) = "/ (t) si miZeme p¥edstavit jako vektor sily, ktery , tahd" objekt tak, aby
sledoval danou trajektorii.

> Jinymi slovy, vektor a(t) uréuje, jak se mé&ni rychlost v(t) — tedy jak se m&ni sm&r nebo
velikost pohybu v &ase.

> Je pfirozené rozdélit zrychleni a(t) na dv& slozky:
a(t) = all(t) + a*(1).

o all(t) je slozka ve sméru rychlosti v(t) — tedy te¢na slozka,
o al(t) je slozka kolma na v(t) — tedy normélova slozka.
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K¥ivky v R™
K¥ivost kFivky

Zavedeme kFivost reguldrni k¥ivky jako funkci
k: I — (0,00),
kterd v kazdém bod& t € I vyjadtfuje, jak ostfe se k¥ivka v v bod& ~(t) zakFivuje.

> Hodnota «(t) je tim v&tsi, &m vyrazngji se trajektorie zakFivuje.

> Pokud kFivka vypadd v okoli bodu jako p¥imka, pak x(t) = 0.

> Pro kalibraci pouZijeme kruZnici v rovin&: Pokud se kFivka v bod& ~(t) std&i stejn& jako
kruznice o polomé&ru r, pak plati:

Cim mengi kruZnice, tim v&tE kfivost.

=295
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K¥ivost kFivky

> Jak miZeme spoditat k¥ivost?
> Vektor zrychleni a(t) popisuje, jak se ménf rychlost.

> Jeho normalovd slozka a'(t) vyjadtuje jak siln& se k¥ivka v daném bod& ohyba.

a”(t)

> Velikost ||a(t)|| v&ak zavisi na parametrizaci (rychlosti).

Definice (Definice kFivosti)

Necht « : I — R™ je regularni k¥ivka. Jeji kfivost je definovdna vztahem

llat @Il

0= o
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K¥ivost kFivky

Tvrzeni (Nezavislost kFivosti na parametrizaci)

KF¥ivost je nezavisla na parametrizaci.

Diikaz:
> Necht J(t) = v(¢(t)) je reparametrizace reguldrni k¥ivky .

> Oznalme:
vty =9'(t), a®)=+"), v(t)=7(@), alt)=7"@.

> Potom
V() = v(e®)¢'®)
at) = v(e®)d't) + aldt) ¢ (t)?
at(t) = 0 + al(e(t) ¢ (1)
> A tedy

o @I _ llat o)l ()2 _ latsm)ll _
M= RoR T IMemIEe©r v ="
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K¥ivost kFivky

Tvrzeni (KFivost pro parametrizaci obloukem)

Je-li v parametrizovana obloukem, pak plati:

w(t) = lla®)]]-

Diikaz:
> Pro parametrizaci obloukem (||v(¢)|| = 1) jsou v(t) a a(¢) navzdjem kolmé, plati tedy:
al(t) = a(t).
> Proto se vyraz pro k¥ivost zjednodusi:

oy It @l _ la@l _
0= = 1 = 12Ol
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K¥ivost kruZnice

Pfiklad (KF¥ivost kruZnice)

|
i<

> UvaZujme kruZnici parametrizovanou

~(t) = [rcost, rsint], t€ (0,2m).
» Rychlost a zrychleni:

v(t) =+/(t) = (—rsint, rcost), a(t) =~"(t) = (—rcost, —rsint).
> Vsimné&me si, Ze a(t) = —v(t): zrychleni sm&fuje do stfedu, coZ odpovidd fyzikaIni intuici —
pohyb po kruznici vyZzaduje silu mi¥ici ke stfedu.
> Navic plati a(t) L v(t), tedy
at(t) = a(t).
> Kf¥ivost:
lat@I _ lla@)l _ r 1

=N~ voE ~ 2 T

P Zavér: Kruznice polomé&ru » ma konstantni k¥ivost kK = %, coz souhlasi s pfedchozi kalibraci
k¥ivosti.

o
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Tecny a normalovy vektor

Definice (Te¢ny a normalovy vektor)

Necht v : I — R™ je regularni k¥ivka a t € T takové, Ze ||a’(t)|| # 0. Jednotkovy te¢ny a
jednotkovy normalovy vektor jsou definovany jako

v et
O=rmor "7 Rror
~(t) K

> Tegna ke kfivce v v bod& ~(to) je pfimka £+, = {~(to) + At(to) | A € R}.

KMA/GKP Geometrie kFivek a ploch 26 / 50



Krivky v R™

Alternativni vyjadfeni k¥ivosti

www.KMA.zcu.cz

Tvrzeni (Vyjadfeni k¥ivosti pomoci te&ného vektoru)

Necht ~ : I — R™ je regularni k¥ivka. Pak pro véechna t € I plati:

e
“0 = Vol

Dukaz:

> Vime, Ze

t'(t) L t(t).
> Derivaci sou&inu dostavame:

V() =a(t) = (Iv@Ol £t)" = v t() + v £'(2) .
—_——— —

all(¢) al(t)
> Z toho plyne:
w(t) = lat @l _ Iv@llit Ol _ It @l
Iv@®)l? Iv(®)]? [Iv@ll

O
> KF¥ivost tedy odpovida rychlosti zm&ny te¢ného sméru délené rychlosti pohybu po kFivce,
co? zaji$tuje nezdvislost na parametrizaci.
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Alternativni vyjadfeni normalového vektoru

> Z dikazu p¥edchoziho tvrzeni vime, Ze
L ’
a— =|v|t'.

> Vektory al a t/ mi¥ stejnym smérem a urluji jednotkovou normalu.

Tvrzeni (Vyjad¥eni normalového vektoru)

Necht « : I — R™ je reguldrni k¥ivka. Pak pro véechna t € T plati:
al t/
n=-——=—.
latfl  [1/ll
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Alternativni vyjad¥eni k¥ivosti (viz normalova kFivost ploch)

| 4 i:
Plati: 14l o
= R n=_—-.
lIvl] IIt711
> Odtud
¢ = [|t'lln = x |[v] n.

> Skaldrnim vynasobenim obou stran vektorem n dostaneme:

t' n=k|v]|n-n=x|v|.

1

> Z derivace identity t - n = 0 plyne

a tedy:

Tvrzeni (Dalsi vyjadieni kFivosti)

Necht « : I — R™ je reguldrni k¥ivka. Pak pro véechna t € T plati:

)t
O=""vwn
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Oskulaéni kruznice

> Existuje pravé jedna kruZnice, kterd prochdzi tfemi (nekolinedrnimi) body
Y(to = h), v(to), v(to + h).
> Pro h — 0 tato kruZnice konverguje k tzv. oskulagni kruZnici v bod& ~(¢o).

Definice (Oskulaéni kruznice)

Oskuldeni kruznice je jedind kruZnice, kterd ma v bod& (o) stejny sm&r te¥ny a stejnou k¥ivost
jako kf¥ivka 7.
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Oskulaéni kruznice

> Oskuldgni kruznice ma nésledujici stfed a polomér (v bodech, kde x(tg) # 0):
1

C:’y(to)-‘rRl’l(to), R = ﬁ(to).

0

7(to)

> Je-li k(to) = 0, pak oskulaéni kruZnice degeneruje na tecnu v bod& (o).

> Pro k(to) # 0 leZi oskuldZni kruZnice v oskuldéni roving.

Definice (Oskulagni rovina)

Necht r(to) # 0. Rovina uréena vektory t(to) a n(tg) se nazyva oskuldéni rovina v &ase to:

oskuld&ni rovina = span{t(¢o), n(to)} = span{v(to), a(to)}.
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/Znaménkova k¥ivost

>V roving& R2 Ize p¥irozen& rozliovat smé&r otaceni: po a proti smé&ru hodinovych ru&itek.

> Zavedeme zobrazeni Rgo(z,y) = (—y, ), které ot vektor o 90° proti sméru hodinovych
rudicek.

> Pro k¥ivku 7 : T — R? parametrizovanou obloukem plati, ze vektor a(t) je rovnob&zny s
vektorem Rgo(v(t)).

Definice (Znaménkova k¥ivost)

Necht « : I — R? je rovinna kfivka parametrizovana obloukem. Potom existuje funkce
ks : I — R, tzv. znaménkova k¥ivost, takova Ze

a(t) = ks(t) Roo(v(t)).

(hs(t) <0) ks (t2) > 0)

KMA/GKP Geometrie k¥ivek a ploch
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Znaménkova kfivost — vypocet

Tvrzeni (Vzorec pro znaménkovou kFivost)

Necht v : I — R2 je reguldrni rovinna k¥ivka (ne nutn& parametrizovana obloukem). Pak

Al Ry(v(t)
‘0= "R

Diikaz:
> Pro parametrizaci obloukem plati
ks(t) = a(t) - Roo(v(t)).
> Pro obecnou parametrizaci
v(t
a(t) - Rgo (L

o) _ a) - Rao(v(t)

PO TREE T VOR

> Pro ~v(t) = [z(t), y(t)] dostdvame

wo(t) = T DY) — 2" (B (1)
(ml(t)Q + y/(t)2)3/2

KMA/GKP Geometrie kFivek a ploch 34 / 50



KFivky v R www.KMA.zcu.cz

Vztah mezi znaménkovou a neznaménkovou k¥ivosti

Lemma (Vztah mezi k; a k)

Necht « : I — R? je reguldrni rovinna kfivka. Pak pro kazdé t € I plati:

ks (D)] = K(1)-

Diikaz:
> Zvolme parametrizaci obloukem, tedy ||v(t)|| = 1.
> Ze zavedeni znaménkové kfivosti:
a(t) = rs(t) Roo(v(?)),
a tedy
la(®)ll = [rs(2)]-

> Soulasné& pro parametrizaci obloukem plati

r(t) = lla(®)l]-
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Obsah plochy ohranicené k¥ivkou

Tvrzeni (Greeniiv vzorec pro obsah)

Necht v : (a,b) — R2, kde v(t) = [z(t),y(t)], je jednoduchd, reguldrni, orientovana a uzav¥ena
rovinna k¥ivka. Pak obsah plochy ohraniené touto kfivkou je

b
A= % /a (z(®)y' (1) — y(t)a' (1)) dt.

Ekvivalentné&:

b b
Az/ x(t)y'(t)dtzf/ y(t)x' (t) dt.

> Orientovana kfivka je k¥ivka se zvolenym smé&rem prochazeni jeji stopy.

> Integral udava orientovany obsah: je kladny p¥i orientaci proti sméru hodinovych ru&i¢ek a
zaporny p¥i orientaci po smé&ru hodinovych ruditek.

Ptiklad (Obsah elipsy)

Spotitejte obsah plochy ohrani&ené elipsou s parametrizaci

~(t) = [acost, bsint], t € (0,2m).
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Uhlov4 funkce

> Pro rovinnou k¥ivku 7 : T — R? s jednotkovou rychlosti plati v(t) € ST.
> Smé&r pohybu Ize vyjad¥it pomoci dhlové funkce 6(t), kterd sleduje nato&eni vektoru v(t).

> Znaménkova kFivost s (t) udava rychlost otaceni jehly kompasu (kladnd = levototivé).

Tvrzeni (Existence thlové funkce)

Necht « : I — R? je rovinna k¥ivka parametrizovana obloukem. Potom existuje hladka tihlova
funkce 6 : I — R takova, Ze

~'(t) = v(t) = (cos(t),sin O(t)).

Je uréena jednoznaéné aZ na posunuti o 2.

v(t1)

v(t2)

v(ts)

2l a(t2)
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Rotaéni index rovinné k¥ivky

> Rota¢ni index uddva celkovy pocet levotolivych otolek te¢ného sméru podél k¥ivky.

Definice (Rotatni index)

Necht « : (a,b) — R? je reguldrni uzavrena rovinna kfivka (parametrizovana obloukem). Zvolme
spojitou thlovou funkci 0 : (a,b) — R takovou, Ze

v(t) =+ (t) = (cos (), sin O(t)).

Pak rota¢ni index k¥ivky = definujeme vztahem

ind(y) = 5 (006) - 6(a).

> ProtoZe k¥ivka je uzavfena, plati 0(b) — 6(a) € 27Z, takZe ind(v) € Z.

> Plati také integrélni vyjad¥eni:

b
MM:%/m@WWW

<GS OO
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Prostorové krivky

>V prostoru R3 mame k dispozici vektorovy soutin, ktery umo¥iuje vyjadFit kolmost a obsah
rovnobé&zniku pomoci vektord.

Tvrzeni (Vzorec pro k¥ivost prostorové kFivky)

Necht v : I — R3 je reguldrni prostorova k¥ivka. Potom

o - VO x a0
[v®)l?

Diikaz:

> Plati [|[a*(t)|| = ||a(t)|| sinf, kde 6 je Ghel mezi vektory v(t) a a(t).

> Dosazenim do definice k¥ivosti dostavame

iy |20 _ a0 sing
V()2 V()2
> Pouzitim vztahu ||v(t) x a(t)|| = [|v(¢)]| ||a(¢)]| sin 6 dostdvame dokazovany vzorec. O

>
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Frenetliv repér v prostoru

Definice (Frenetiv repér)

Necht v : I — R3 je reguldrni prostorova k¥ivka a x(t) # 0 v bod& t € I. Frenetiiv repér v ase t
je ortonormalni baze prostoru R3 tvoFena vektory

v(t) at() ()

rol O o) " iwop PO =t x a0

t(t) =

> t(t) — jednotkovy te&ny vektor,
> n(t) — jednotkovy normélovy vektor,
> b(t) — jednotkovy binorméalovy vektor.
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Torze

v

Torze mé&¥i, jak rychle se méni naklon oskula¢ni roviny podél k¥ivky ~y.

v

P¥irozenym kandidatem je velikost derivace binormily ||b’(¢)||, ale tato veli¢ina:

e z3visi na parametrizaci,
o neobsahuje informaci o sméru zm&ny (nemd znaménko).

» Z podminek b-b =1 a b -t =0 derivovdnim dostaneme b’ -b=0a b’ -t = 0, tedy
b’ Lbit.

> Vektor b’ (t) je tedy rovnob&zny s n(t).

> Proto pouZijeme orientovanou velikost zmé&ny ve sm&ru n(t) a podélime rychlosti.

Definice (Torze prostorové kfivky)

Necht v : I — R3 je reguldrni prostorova k¥ivka a x(t) # 0. Torze k¥ivky v v bodé ¢t € T je
definovana jako
b(t) - n(t)

O ="Ner

> Z rovnob&Znosti b’(t) a n(t) plyne b’(t) = ||v(¢)|| 7(t) n(t) (viz Frenetovy rovnice).
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Invariantnost torze vii¢i reparametrizaci

Tvrzeni (Invariantnost torze viti orientaci zachovavajicim reparametrizacim)

Torze 7(t) je nezdvisld na orientaci zachovdvajicich reparametrizacich.

Diikaz:
> Necht 4 = 7 0 ¢ je reparametrizace. Budeme znatit veli¢iny odpovidajici 4 vinkou.
> Je-li ¢'(t) > 0 (zachovanf orientace), pak se Frenetlv repér neméni:

t=tog, A=nodg, b=boo.
> Potom B
) = _b'@®)-n@) ¢ b(4(1) - n(s(t)
V@l [’ @IV (e@)l

> Je-li ¢'(t) < 0 (zména orientace), pak

= 71(9(2))-
t=—tog, n=mno g, b=—bod,

a ve vyrazu pro torzi se objevi navic zaporné znaménko, takZe plati

T(t) = —7((t))-
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Vzorec pro torzi pomoci smiseného soucinu

Tvrzeni (Vzorec pro torzi)

Necht v : I — R3 je t¥ikrat diferencovatelnd reguldrni k¥ivka a x(t) # 0. Pak torze 7(t) je dana
vzorcem

INNCUOER GOV G0
RICERAGIE

Diikaz:
Necht v =+/, a=1~", k = ~'". Plati:
> Frenetlv repér:

1
v a
= — n— b=t Xxn.
v’ lat]’
> Z definice torze
_ b''n
vl
> Lze ukazat, Ze
v Xxa , (vxa)-k
= —) n—= ——~7=>
llv % al v x all?

> Po dosazeni dostdvame , . "
no) = D10 X))
v/ (&) x v (®)I?
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Torze rovinné krivky

Ptiklad (Torze rovinné kfivky)

Necht v : I — R3 je prostorova k¥ivka leZici v roving.
> Bez tjmy na obecnosti miZeme tuto rovinu zvolit jako rovinu zy, tedy
Y(t) = [x(t), y(2),0].
>V kazdém bodg, kde x(t) = 0, nejsou vektory n(t), b(t) ani torze 7(t) definovany.
> Je-li k(t) # 0, pak vektory t(¢) a n(t) leZi v rovin& xy a jejich vektorovy soudin je
b(t) = t(t) x n(t) = (0,0, £1),
kde znaménko z3visi na orientaci k¥ivky (otd&eni po nebo proti sméru hodinovych rutitek).

> ProtoZe b(t) je na kazdém intervalu konstantni, plati

7(t) =0 v kazdém bodg, kde je definovana.
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K¥ivky s nulovou torzi

> Nulova torze znamenad, Ze oskulaéni rovina se neméni — tedy k¥ivka zlstava v jedné roviné.
To jsme vidé&li nap¥. u rovinné kF¥ivky.

Tvrzeni (Charakterizace nulové torze)

Necht ~ : I — R3 je reguldrni prostorova k¥ivka a (t) # O pro viechna t € I. Pak plati

7(t) = 0 pro viechna t € I <=  stopa kfivky leZi v rovin&.
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Frenetovy rovnice

Tvrzeni (Frenetovy rovnice)

Necht v : I — R3 je reguldrni prostorova k¥ivka a (t) # 0. Pak plati

t 0 k(t) 0 t
n' | =|[v)ll [ —x() 0 7)) (n
b’ 0 —7(t) 0 b
Dukaz:
> Necht

Q(t) = (t() n(t) b()).
Protoze {t,n, b} je ortonormalni béze, plati QQT =1.
> Derivaci dostaneme
QQ' =—-(@Q")".
> Matice A(t) = Q'QT je tedy antisymetrickd a ma tvar

0 a p
A=|-a 0 v
-8 = 0
> Zt' =|v|kn plyne a = ||v|]k a 8 =0.
» Z b’ =|v|tn dostdvdme v = ||v||T.
> Protoze Q' = AQ, vyjdou Frenetovy rovnice. O
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Invarianty k¥ivky vii¢i shodnostem

> Shodnost miZe kfivku nap¥. posunout, ototit nebo zrcadlit, ale nemé&ni jeji tvar.

vrzeni (Invarianty viagi shodnostem)

Pro regularni k¥ivku plati, Ze nasledujici veli¢iny jsou invariantni vii&i pfimym shodnostem:
> kfivost k v R"™,

> torze T prostorové kFivky,

> znaménkova kFivost ks rovinné kFivky.

Nep¥imé shodnosti (nap¥. zrcadleni) zachovavaji k¥ivost x, ale mé&ni znaménko torze a
znaménkové kFivosti:

T —T, Ks = —HKs.
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Zakladni véty o rovinnych a prostorovych k¥ivkach

Véta (Zakladni véty o rovinnych a prostorovych kfivkach)

» Rovinné kF¥ivky
> Necht I C R je interval a ks : I — R je hladka funkce. Pak existuje kfivka
~ : I — R2 parametrizovana obloukem, jeji#? znaménkova kFivost je rovna k.
> Jsou-li v,4 : I — R2 dv& takové k¥ivky, pak existuje pfima shodnost f roviny R?

takova, Ze
¥y=7rfon.

» Prostorové k¥ivky

> Necht I C R je interval a k,7 : I — R jsou hladké funkce, kde x(t) > 0 pro vechna
t € I. Pak existuje k¥ivka v : I — R3 parametrizovana obloukem, jejiz k¥ivost je  a

torze 7.
> Jsou-li v,4 : I — R3 dv& takové k¥ivky, pak existuje ptima shodnost f prostoru R3

takova, Ze

4= fon.
v

> Rovinna kFivka je jednozna&n& uréena (aZ na p¥imé shodnosti) svou znaménkovou kFivosti.

> Prostorova k¥ivka je jednozna&n& uréena (aZ na p¥imé shodnosti) svou kFivosti a torzi.
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Konstrukce rovinné k¥ivky ze znaménkové kfivosti

Necht T CR a ks : I — R je hladka funkce.

Zvolme tg € I a pro jednoduchost po&ateéni podminky
v(to) =1[0,0],  v(to) = (1,0).

Definujeme thlovou funkci

0(t) = /t ks(u) du + 0.

to

Definujeme rychlost

v(t) = (cos6(t), sin(t)).
Pak |[v(t)|| =1 a 0'(t) = rs(t).
Nakonec definujeme k¥ivku

t
~v(t) = /t v(u) du + [0, 0].

Takto ziskana kfivka je parametrizovand obloukem, ma znaménkovou kfivost ks a spliiuje
zvolené polateéni podminky.

Zmé&nou potatetnich podminek v(to) a v(tp) dostaneme vdechny kFivky se stejnou
znaménkovou kFivosti.
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