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Diferenciálńı geometrie – úvod

O čem je diferenciálńı geometrie

▶ Diferenciálńı geometrie studuje ǩrivky a plochy jako hladké objekty v prostoru.

▶ Pomoćı aparátu diferenciálńıho počtu a lineárńı algebry studuje jejich lokálńı i globálńı
geometrii.

▶ Po celou dobu budeme pracovat v eukleidovském prostoru

En = (Rn, Rn, +)

se standardńım skalárńım součinem.

Proč je d̊uležitá

▶ Uč́ı nás, jak mě̌rit tvar: délky, úhly, obsahy a ǩrivosti.

▶ Rozlǐsuje vniťrńı vlastnosti (mě̌ritelné p̌ŕımo
”
po povrchu“: délky, úhly, obsah) od vněǰśıch

(popisuj́ı, jak je plocha ohnutá v prostoru).

▶ Je p̌rirozeným jazykem nap̌r. pro geometrické modelováńı, poč́ıtačovou grafiku, fyziku a
robotiku.

Hlavńı témata

▶ U ǩrivek zavedeme tečnu, normálu, ǩrivost a v prostoru také torzi (Frenet̊uv repér).

▶ U ploch zavedeme tečnou rovinu a normálu, prvńı a druhou fundamentálńı formu a
normálovou ǩrivost.

▶ Z normálové ǩrivosti odvod́ıme hlavńı ǩrivosti, Gaussovu a sťredńı ǩrivost a základńı typy
bodů plochy.
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Osnova

1 Křivky v Rn

2 Křivky v R2

3 Křivky v R3
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Parametrizovaná ǩrivka

Definice (Parametrizovaná ǩrivka)

Parametrizovaná (parametrická) ǩrivka v Rn je hladká funkce γ : I → Rn, kde I ⊂ R je interval.

▶ Intervalem rozuḿıme neprázdnou souvislou podmnožinu množiny R. Každý interval má
jeden z následuj́ıćıch tvar̊u:

(a, b), ⟨a, b⟩, (a, b⟩, ⟨a, b), (−∞, b), (−∞, b⟩, (a,∞), ⟨a,∞), (−∞,∞).

▶ Parametrizovaná ǩrivka je tedy konkrétńı způsob, jak proj́ıt body ǩrivky – včetně informace
o směru, rychlosti, zrychleńı, atd.

I ⊂ R

γ

γ(I) ⊂ Rn
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Př́ıklady parametrizaćı ǩrivek

Př́ıklad (Př́ıklady parametrizaćı)

Př́ıklady konkrétńıch parametrických ǩrivek: šroubovice, parabola, p̌ŕımka.

γ(t) = [cos t, sin t, t] γ(t) = [t, t2] γ(t) = [2, 4] + t(3,−1)
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Derivace ǩrivky

Definice (Derivace ǩrivky)

Je-li γ : I → Rn parametrická ǩrivka se složkami

γ(t) = [x1(t), x2(t), . . . , xn(t)],

pak jej́ı derivace γ′ : I → Rn je definovaná p̌redpisem

γ′(t) = (x′
1(t), x

′
2(t), . . . , x

′
n(t)).

Derivace vyš̌śıch řádů se definuj́ı analogicky.

▶ Parametrickou ǩrivku tedy derivujeme po jednotlivých složkách.

▶ Nap̌ŕıklad prostorová ǩrivka γ(t) = [x(t), y(t), z(t)] má prvńı derivaci

γ′(t) = (x′(t), y′(t), z′(t)),

druhou derivaci
γ′′(t) = (x′′(t), y′′(t), z′′(t)),

a tak dále.
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Geometrický význam derivace ǩrivky

Tvrzeńı (Geometrický význam derivace)

Derivace parametrické ǩrivky γ : I → Rn v čase t ∈ I je dána vztahem

γ′(t) = lim
h→0

γ(t+ h)− γ(t)

h
.

Důkaz: Plyne p̌ŕımo z definice derivace a z toho, že derivujeme po složkách. □
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Hladkost ǩrivek

Definice (Křivka ťŕıdy Ck)

Parametrizovaná ǩrivka
γ : I → Rn

je ťŕıdy Ck, jestliže všechny jej́ı složky maj́ı spojité derivace až do řádu k včetně.

▶ Geometrické konstrukce pracuj́ı s derivacemi ǩrivky r̊uzných řádů.

▶ Konkrétně nap̌ŕıklad:

▶ pro definici tečny stač́ı ǩrivka ťŕıdy C1,
▶ pro definici ǩrivosti je nutná ǩrivka ťŕıdy alespoň C2,
▶ pro definici torze poťrebujeme ǩrivku ťŕıdy alespoň C3.

▶ Abychom se nemuseli na každém ḿıstě zabývat technickými detaily, nebudeme u
jednotlivých pojmů výslovně uvádět požadovanou ťŕıdu hladkosti.

▶ V celém kurzu budeme automaticky p̌redpokládat, že ǩrivky maj́ı tolik spojitých derivaćı,
kolik je pro danou konstrukci poťreba.

▶ Běžné funkce použ́ıvané v matematice a aplikaćıch (polynomy, goniometrické funkce,
exponenciálńı funkce apod.) tyto podḿınky hladkosti automaticky splňuj́ı.
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Křivka

Definice (Křivka jako stopa parametrizace)

Křivka (stopa parametrizace) je množina obraz̊u zobrazeńı γ, tedy:

C = γ(I) = {γ(t) ∈ Rn | t ∈ I}.

▶ Tato množina nezachovává informaci o směru ani rychlosti pr̊uchodu – jde pouze o
geometrický tvar.

▶ Pokud nehroźı nedorozuměńı, budeme dále výrazem ǩrivka označovat i samotné zobrazeńı
γ (tedy parametrizovanou ǩrivku).

Př́ıklad (Různé parametrizace téže ǩrivky)

Parametrizace
γ1(t) = [cos t, sin t], t ∈ ⟨0, 2π),
γ2(s) = [cos(2s), sin(2s)], s ∈ ⟨0, π),

maj́ı stejný obraz (jednotkovou kružnici v rovině R2), ale popisuj́ı r̊uzné parametrizované ǩrivky
(jiný pr̊uběh a rychlost).
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Parametrizace vs. ǩrivka

▶ Funkce γ nepopisuje pouze trajektorii bodu, ale také obsahuje informace o jeho kinematice,
nap̌ŕıklad o rychlosti a zrychleńı.
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Reparametrizace

Definice (Reparametrizace ǩrivky)

Necht’ γ : I → Rn je parametrizovaná ǩrivka. Reparametrizaćı ǩrivky γ nazveme složenou ǩrivku

γ̃(t) = γ(ϕ(t)),

kde ϕ : Ĩ → I je hladké (ťŕıdy C1) zobrazeńı mezi otev̌renými intervaly, které splňuje:

▶ ϕ je bijekce,

▶ ϕ′(t) ̸= 0 pro všechna t ∈ Ĩ.

▶ Pracujeme-li s uzav̌renými intervaly, rozuḿıme t́ım omezeńı na jejich vniťrky.
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Reparametrizace
Př́ıklad (Př́ıklad reparametrizace)

Uvažujme dvě regulárńı rovinné ǩrivky:

γ(t) =
[
t, t2

]
, t ∈ ⟨−2, 2⟩,

γ̃(t) =
[
2t, (2t)2

]
, t ∈ ⟨−1, 1⟩.

Obě maj́ı stejnou stopu – část paraboly. Definujme zobrazeńı

ϕ : ⟨−1, 1⟩ → ⟨−2, 2⟩, ϕ(t) = 2t.

Pak plat́ı:
γ̃(t) = γ(ϕ(t)) = (γ ◦ ϕ)(t).

Křivka γ̃ je tedy reparametrizaćı ǩrivky γ.
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Regulárńı ǩrivka

Definice (Rychlost a regulárnost ǩrivky)

Necht’ γ : I → Rn je parametrizovaná ǩrivka, kde I ⊆ R je interval. Okamžitá rychlost v čase
t ∈ I je dána velikost́ı derivace vektorové funkce:

v(t) = ∥γ′(t)∥.

Křivka je regulárńı, pokud má v každém bodě nenulovou rychlost:

∥γ′(t)∥ ̸= 0 pro všechna t ∈ I.

Př́ıklad (Př́ıklad neregulárńı ǩrivky)

Uvažujme ǩrivku

γ(t) =
[
t3, t2

]
, t ∈ R.

Křivka má bod vratu v počátku, protože

∥γ′(0)∥ = 0,

a tedy γ neńı regulárńı v bodě t = 0.
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Uzav̌rená a jednoduchá ǩrivka

Definice (Uzav̌rená ǩrivka)

Uzav̌renou ǩrivkou rozuḿıme regulárńı ǩrivku γ : ⟨a, b⟩ → Rn, která splňuje

γ(a) = γ(b).

▶ V některých situaćıch nav́ıc požadujeme, aby se shodovaly i všechny derivace na konćıch
intervalu, tj. γ′(a) = γ′(b), γ′′(a) = γ′′(b), . . . potom mluv́ıme o hladce uzav̌rené (resp.
periodické) ǩrivce.

Definice (Jednoduchá ǩrivka)

Křivku γ : I → Rn nazveme jednoduchou, jestliže plat́ı

γ(t1) = γ(t2) ⇒ t1 = t2 pro všechna t1, t2 ∈ I.

▶ Je-li jednoduchá ǩrivka uzav̌rená, p̌ripoušt́ıme γ(a) = γ(b).

uzav̌rená jednoduchá nejsou jednoduché
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Délka ǩrivky

Definice (Délka oblouku ǩrivky)

Délka oblouku ǩrivky mezi časy t1 a t2, kde t1, t2 ∈ I, se vypočte jako integrál rychlosti:

s(t1, t2) =

∫ t2

t1

∥γ′(t)∥ dt.

Př́ıklad (Logaritmická spirála)

γ(t) = c
[
eλt cos t, eλt sin t

]
, t ∈ R, c, λ ∈ R \ {0}.

Ukažte, že pro λ < 0 má ǩrivka γ na intervalu ⟨0,∞)
konečnou délku, p̌restože spirála nekonečněkrát obtoč́ı
počátek.
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Délka ǩrivky

Tvrzeńı (Aproximace délky lomenou čarou)

Necht’ γ : ⟨a, b⟩ → Rn je regulárńı ǩrivka. Délka oblouku je dána jako limita součtu délek lomené
čáry:

lim
δ→0

k−1∑
i=0

∥γ(ti+1)− γ(ti)∥ =

∫ b

a
∥γ′(t)∥ dt,

kde a = t0 < t1 < · · · < tk = b je děleńı intervalu a δ = max0≤i<k(ti+1 − ti) je jeho jemnost.

Důkaz: Součet délek lomené čáry v limitě δ → 0 p̌recháźı v Riemannův integrál délky oblouku. □
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Parametrizace obloukem

Definice (Parametrizace obloukem)

Křivka je parametrizovaná obloukem, pokud má jednotkovou rychlost, tj. právě tehdy, když plat́ı:

∥γ′(t)∥ = 1 pro všechna t ∈ I.

▶ Parametrizace obloukem je zvláště výhodná pro výpočty a důkazy.

▶ Každou regulárńı ǩrivku lze teoreticky vždy takto reparametrizovat, i když v praxi to často
vede na integrály, které nelze vyjáďrit elementárńımi funkcemi.

⇐⇒
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Parametrizace obloukem
Tvrzeńı (Existence parametrizace obloukem)

Každou regulárńı ǩrivku lze reparametrizovat obloukem.

Důkaz:
▶ Protože je ǩrivka regulárńı, plat́ı ∥γ′(t)∥ > 0 pro všechna t ∈ I.

▶ Zvoĺıme pevné t0 ∈ I a definujeme délkovou funkci

s(t) =

∫ t

t0

∥γ′(u)∥ du.

▶ Funkce s(t) je hladká a osťre rostoućı (s′(t) = ∥γ′(t)∥ > 0). Proto má inverzńı funkci
t = ϕ(s).

▶ Definujeme novou parametrizaci
γ̃(s) = γ(ϕ(s)).

▶ Použijeme pravidlo pro derivaci složené funkce:

γ̃′(s) = γ′(ϕ(s))ϕ′(s).

▶ Z identity s ◦ ϕ = id, tj. s(ϕ(s)) = s, po derivaci dostáváme

s′(ϕ(s))ϕ′(s) = 1 ⇒ ϕ′(s) =
1

s′(ϕ(s))
=

1

∥γ′(ϕ(s))∥
.

▶ Odtud

∥γ̃′(s)∥ = ∥γ′(ϕ(s))∥ |ϕ′(s)| = ∥γ′(ϕ(s))∥
1

∥γ′(ϕ(s))∥
= 1.

□
KMA/GKP Geometrie ǩrivek a ploch 18 / 50
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Vektor rychlosti a zrychleńı

▶ Necht’ γ : I → Rn je regulárńı ǩrivka. Dále budeme použ́ıvat následuj́ıćı notaci p̌revzatou z
fyziky:

• vektor rychlosti: v(t) = γ′(t)
• vektor zrychleńı: a(t) = γ′′(t)

▶ Vektor rychlosti v(t) obsahuje informaci o:

• směru pohybu – je tečný ke ǩrivce,
• rychlosti pohybu – jeho velikost v(t) = ∥v(t)∥ udává okamžitou rychlost.
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Zrychleńı jako
”
śıla“ ovlivňuj́ıćı pohyb

▶ Zrychleńı a(t) = γ′′(t) si můžeme p̌redstavit jako vektor śıly, který
”
tahá“ objekt tak, aby

sledoval danou trajektorii.

▶ Jinými slovy, vektor a(t) určuje, jak se měńı rychlost v(t) – tedy jak se měńı směr nebo
velikost pohybu v čase.

▶ Je p̌rirozené rozdělit zrychleńı a(t) na dvě složky:

a(t) = a∥(t) + a⊥(t).

• a∥(t) je složka ve směru rychlosti v(t) – tedy tečná složka,
• a⊥(t) je složka kolmá na v(t) – tedy normálová složka.
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Křivost ǩrivky

Zavedeme ǩrivost regulárńı ǩrivky jako funkci

κ : I → ⟨0,∞),

která v každém bodě t ∈ I vyjaďruje, jak osťre se ǩrivka γ v bodě γ(t) zaǩrivuje.

▶ Hodnota κ(t) je t́ım věťśı, č́ım výrazněji se trajektorie zaǩrivuje.

▶ Pokud ǩrivka vypadá v okoĺı bodu jako p̌ŕımka, pak κ(t) = 0.

▶ Pro kalibraci použijeme kružnici v rovině: Pokud se ǩrivka v bodě γ(t) stáč́ı stejně jako
kružnice o poloměru r, pak plat́ı:

κ(t) =
1

r
.

Č́ım menš́ı kružnice, t́ım věťśı ǩrivost.
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Křivost ǩrivky

▶ Jak můžeme spoč́ıtat ǩrivost?

▶ Vektor zrychleńı a(t) popisuje, jak se měńı rychlost.

▶ Jeho normálová složka a⊥(t) vyjaďruje jak silně se ǩrivka v daném bodě ohýbá.

▶ Velikost ∥a⊥(t)∥ však záviśı na parametrizaci (rychlosti).

Definice (Definice ǩrivosti)

Necht’ γ : I → Rn je regulárńı ǩrivka. Jej́ı ǩrivost je definována vztahem

κ(t) =
∥a⊥(t)∥
∥v(t)∥2

.
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Křivost ǩrivky

Tvrzeńı (Nezávislost ǩrivosti na parametrizaci)

Křivost je nezávislá na parametrizaci.

Důkaz:

▶ Necht’ γ̃(t) = γ(ϕ(t)) je reparametrizace regulárńı ǩrivky γ.

▶ Označme:
v(t) = γ′(t), a(t) = γ′′(t), ṽ(t) = γ̃′(t), ã(t) = γ̃′′(t).

▶ Potom
ṽ(t) = v(ϕ(t))ϕ′(t)

ã(t) = v(ϕ(t))ϕ′′(t) + a(ϕ(t))ϕ′(t)2

ã⊥(t) = 0 + a⊥(ϕ(t))ϕ′(t)2.

▶ A tedy

κ̃(t) =
∥ã⊥(t)∥
∥ṽ(t)∥2

=
∥a⊥(ϕ(t))∥ϕ′(t)2

∥v(ϕ(t))∥2 ϕ′(t)2
=

∥a⊥(ϕ(t))∥
∥v(ϕ(t))∥2

= κ(ϕ(t)).

□
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Křivost ǩrivky

Tvrzeńı (Křivost pro parametrizaci obloukem)

Je-li γ parametrizována obloukem, pak plat́ı:

κ(t) = ∥a(t)∥.

Důkaz:
▶ Pro parametrizaci obloukem (∥v(t)∥ = 1) jsou v(t) a a(t) navzájem kolmé, plat́ı tedy:

a⊥(t) = a(t).

▶ Proto se výraz pro ǩrivost zjednoduš́ı:

κ(t) =
∥a⊥(t)∥
∥v(t)∥2

=
∥a(t)∥

1
= ∥a(t)∥.

□
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Křivost kružnice

Př́ıklad (Křivost kružnice)

▶ Uvažujme kružnici parametrizovanou

γ(t) = [r cos t, r sin t], t ∈ ⟨0, 2π).

▶ Rychlost a zrychleńı:

v(t) = γ′(t) = (−r sin t, r cos t), a(t) = γ′′(t) = (−r cos t, −r sin t).

▶ Všimněme si, že a(t) = −γ(t): zrychleńı smě̌ruje do sťredu, což odpov́ıdá fyzikálńı intuici –
pohyb po kružnici vyžaduje śılu ḿı̌ŕıćı ke sťredu.

▶ Nav́ıc plat́ı a(t) ⊥ v(t), tedy
a⊥(t) = a(t).

▶ Křivost:

κ(t) =
∥a⊥(t)∥
∥v(t)∥2

=
∥a(t)∥
∥v(t)∥2

=
r

r2
=

1

r
.

▶ Závěr: Kružnice poloměru r má konstantńı ǩrivost κ = 1
r
, což souhlaśı s p̌redchoźı kalibraćı

ǩrivosti.
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Tečný a normálový vektor

Definice (Tečný a normálový vektor)

Necht’ γ : I → Rn je regulárńı ǩrivka a t ∈ I takové, že ∥a⊥(t)∥ ̸= 0. Jednotkový tečný a
jednotkový normálový vektor jsou definovány jako

t(t) =
v(t)

∥v(t)∥
, n(t) =

a⊥(t)

∥a⊥(t)∥
.

t

n

γ(t)

▶ Tečna ke ǩrivce γ v bodě γ(t0) je p̌ŕımka ℓt0 =
{
γ(t0) + λ t(t0)

∣∣ λ ∈ R
}
.
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Alternativńı vyjáďreńı ǩrivosti

Tvrzeńı (Vyjáďreńı ǩrivosti pomoćı tečného vektoru)

Necht’ γ : I → Rn je regulárńı ǩrivka. Pak pro všechna t ∈ I plat́ı:

κ(t) =
∥t′(t)∥
∥v(t)∥

.

Důkaz:

▶ V́ıme, že
t′(t) ⊥ t(t).

▶ Derivaćı součinu dostáváme:

v′(t) = a(t) = (∥v(t)∥ t(t))′ = ∥v(t)∥′ t(t)︸ ︷︷ ︸
a∥(t)

+ ∥v(t)∥ t′(t)︸ ︷︷ ︸
a⊥(t)

.

▶ Z toho plyne:

κ(t) =
∥a⊥(t)∥
∥v(t)∥2

=
∥v(t)∥ ∥t′(t)∥

∥v(t)∥2
=

∥t′(t)∥
∥v(t)∥

.

□

▶ Křivost tedy odpov́ıdá rychlosti změny tečného směru dělené rychlost́ı pohybu po ǩrivce,
což zajǐst’uje nezávislost na parametrizaci.
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Alternativńı vyjáďreńı normálového vektoru

▶ Z důkazu p̌redchoźıho tvrzeńı v́ıme, že

a⊥ = ∥v∥ t′.

▶ Vektory a⊥ a t′ ḿı̌ŕı stejným směrem a určuj́ı jednotkovou normálu.

Tvrzeńı (Vyjáďreńı normálového vektoru)

Necht’ γ : I → Rn je regulárńı ǩrivka. Pak pro všechna t ∈ I plat́ı:

n =
a⊥

∥a⊥∥
=

t′

∥t′∥
.
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Alternativńı vyjáďreńı ǩrivosti (viz normálová ǩrivost ploch)

▶ Plat́ı:

κ =
∥t′∥
∥v∥

, n =
t′

∥t′∥
.

▶ Odtud
t′ = ∥t′∥n = κ ∥v∥n.

▶ Skalárńım vynásobeńım obou stran vektorem n dostaneme:

t′ · n = κ ∥v∥n · n︸ ︷︷ ︸
1

= κ ∥v∥.

▶ Z derivace identity t · n = 0 plyne

t′ · n = −n′ · t,

a tedy:

Tvrzeńı (Daľśı vyjáďreńı ǩrivosti)

Necht’ γ : I → Rn je regulárńı ǩrivka. Pak pro všechna t ∈ I plat́ı:

κ(t) = −
n′(t) · t(t)
∥v(t)∥

.
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Oskulačńı kružnice

▶ Existuje právě jedna kružnice, která procháźı ťremi (nekolineárńımi) body
γ(t0 − h), γ(t0), γ(t0 + h).

▶ Pro h → 0 tato kružnice konverguje k tzv. oskulačńı kružnici v bodě γ(t0).

Definice (Oskuláčńı kružnice)

Oskuláčńı kružnice je jediná kružnice, která má v bodě γ(t0) stejný směr tečny a stejnou ǩrivost
jako ǩrivka γ.
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Oskuláčńı kružnice

▶ Oskuláčńı kružnice má následuj́ıćı sťred a poloměr (v bodech, kde κ(t0) ̸= 0):

c = γ(t0) +Rn(t0), R =
1

κ(t0)
.

c

R

γ(t0)

▶ Je-li κ(t0) = 0, pak oskulačńı kružnice degeneruje na tečnu v bodě γ(t0).

▶ Pro κ(t0) ̸= 0 lež́ı oskuláčńı kružnice v oskuláčńı rovině.

Definice (Oskuláčńı rovina)

Necht’ κ(t0) ̸= 0. Rovina určená vektory t(t0) a n(t0) se nazývá oskuláčńı rovina v čase t0:

oskuláčńı rovina = span{t(t0), n(t0)} = span{v(t0), a(t0)}.
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Osnova

1 Křivky v Rn

2 Křivky v R2

3 Křivky v R3
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Znaménková ǩrivost

▶ V rovině R2 lze p̌rirozeně rozlǐsovat směr otáčeńı: po a proti směru hodinových ručiček.

▶ Zavedeme zobrazeńı R90(x, y) = (−y, x), které otáč́ı vektor o 90◦ proti směru hodinových
ručiček.

▶ Pro ǩrivku γ : I → R2 parametrizovanou obloukem plat́ı, že vektor a(t) je rovnoběžný s
vektorem R90(v(t)).

Definice (Znaménková ǩrivost)

Necht’ γ : I → R2 je rovinná ǩrivka parametrizovaná obloukem. Potom existuje funkce
κs : I → R, tzv. znaménková ǩrivost, taková že

a(t) = κs(t)R90(v(t)).
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Znaménková ǩrivost – výpočet

Tvrzeńı (Vzorec pro znaménkovou ǩrivost)

Necht’ γ : I → R2 je regulárńı rovinná ǩrivka (ne nutně parametrizovaná obloukem). Pak

κs(t) =
a(t) ·R90(v(t))

∥v(t)∥3
.

Důkaz:

▶ Pro parametrizaci obloukem plat́ı

κs(t) = a(t) ·R90(v(t)).

▶ Pro obecnou parametrizaci

κs(t) =

a(t) ·R90

(
v(t)

∥v(t)∥

)
∥v(t)∥2

=
a(t) ·R90(v(t))

∥v(t)∥3
.

□

▶ Pro γ(t) = [x(t), y(t)] dostáváme

κs(t) =
x′(t)y′′(t)− x′′(t)y′(t)(

x′(t)2 + y′(t)2
)3/2 .
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Vztah mezi znaménkovou a neznaménkovou ǩrivost́ı

Lemma (Vztah mezi κs a κ)

Necht’ γ : I → R2 je regulárńı rovinná ǩrivka. Pak pro každé t ∈ I plat́ı:

|κs(t)| = κ(t).

Důkaz:

▶ Zvolme parametrizaci obloukem, tedy ∥v(t)∥ = 1.

▶ Ze zavedeńı znaménkové ǩrivosti:

a(t) = κs(t)R90(v(t)),

a tedy
∥a(t)∥ = |κs(t)|.

▶ Současně pro parametrizaci obloukem plat́ı

κ(t) = ∥a(t)∥.

□
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Obsah plochy ohraničené ǩrivkou

Tvrzeńı (Green̊uv vzorec pro obsah)

Necht’ γ : ⟨a, b⟩ → R2, kde γ(t) = [x(t), y(t)], je jednoduchá, regulárńı, orientovaná a uzav̌rená
rovinná ǩrivka. Pak obsah plochy ohraničené touto ǩrivkou je

A =
1

2

∫ b

a

(
x(t)y′(t)− y(t)x′(t)

)
dt.

Ekvivalentně:

A =

∫ b

a
x(t)y′(t) dt = −

∫ b

a
y(t)x′(t) dt.

▶ Orientovaná ǩrivka je ǩrivka se zvoleným směrem procházeńı jej́ı stopy.

▶ Integrál udává orientovaný obsah: je kladný p̌ri orientaci proti směru hodinových ručiček a
záporný p̌ri orientaci po směru hodinových ručiček.

Př́ıklad (Obsah elipsy)

Spoč́ıtejte obsah plochy ohraničené elipsou s parametrizaćı

γ(t) = [a cos t, b sin t], t ∈ ⟨0, 2π⟩.
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Úhlová funkce

▶ Pro rovinnou ǩrivku γ : I → R2 s jednotkovou rychlost́ı plat́ı v(t) ∈ S1.

▶ Směr pohybu lze vyjáďrit pomoćı úhlové funkce θ(t), která sleduje natočeńı vektoru v(t).

▶ Znaménková ǩrivost κs(t) udává rychlost otáčeńı jehly kompasu (kladná = levotočivě).

Tvrzeńı (Existence úhlové funkce)

Necht’ γ : I → R2 je rovinná ǩrivka parametrizovaná obloukem. Potom existuje hladká úhlová
funkce θ : I → R taková, že

γ′(t) = v(t) = (cos θ(t), sin θ(t)).

Je určena jednoznačně až na posunut́ı o 2π.
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Rotačńı index rovinné ǩrivky

▶ Rotačńı index udává celkový počet levotočivých otoček tečného směru podél ǩrivky.

Definice (Rotačńı index)

Necht’ γ : ⟨a, b⟩ → R2 je regulárńı uzav̌rená rovinná ǩrivka (parametrizovaná obloukem). Zvolme
spojitou úhlovou funkci θ : ⟨a, b⟩ → R takovou, že

v(t) = γ′(t) = (cos θ(t), sin θ(t)).

Pak rotačńı index ǩrivky γ definujeme vztahem

ind(γ) =
1

2π

(
θ(b)− θ(a)

)
.

▶ Protože ǩrivka je uzav̌rená, plat́ı θ(b)− θ(a) ∈ 2πZ, takže ind(γ) ∈ Z.
▶ Plat́ı také integrálńı vyjáďreńı:

ind(γ) =
1

2π

∫ b

a
κs(t) ∥γ′(t)∥ dt.
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Osnova

1 Křivky v Rn

2 Křivky v R2

3 Křivky v R3
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Prostorové ǩrivky

▶ V prostoru R3 máme k dispozici vektorový součin, který umožňuje vyjáďrit kolmost a obsah
rovnoběžńıku pomoćı vektor̊u.

Tvrzeńı (Vzorec pro ǩrivost prostorové ǩrivky)

Necht’ γ : I → R3 je regulárńı prostorová ǩrivka. Potom

κ(t) =
∥v(t)× a(t)∥

∥v(t)∥3
.

Důkaz:
▶ Plat́ı ∥a⊥(t)∥ = ∥a(t)∥ sin θ, kde θ je úhel mezi vektory v(t) a a(t).

▶ Dosazeńım do definice ǩrivosti dostáváme

κ(t) =
∥a⊥(t)∥
∥v(t)∥2

=
∥a(t)∥ sin θ

∥v(t)∥2
.

▶ Použit́ım vztahu ∥v(t)× a(t)∥ = ∥v(t)∥ ∥a(t)∥ sin θ dostáváme dokazovaný vzorec. □
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Frenet̊uv repér v prostoru

Definice (Frenet̊uv repér)

Necht’ γ : I → R3 je regulárńı prostorová ǩrivka a κ(t) ̸= 0 v bodě t ∈ I. Frenet̊uv repér v čase t
je ortonormálńı báze prostoru R3 tvǒrená vektory

t(t) =
v(t)

∥v(t)∥
, n(t) =

a⊥(t)

∥a⊥(t)∥
=

t′(t)

∥t′(t)∥
, b(t) = t(t)× n(t).

▶ t(t) – jednotkový tečný vektor,

▶ n(t) – jednotkový normálový vektor,

▶ b(t) – jednotkový binormálový vektor.

γ

t

n

b
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Torze

▶ Torze mě̌ŕı, jak rychle se měńı náklon oskulačńı roviny podél ǩrivky γ.

▶ Přirozeným kandidátem je velikost derivace binormály ∥b′(t)∥, ale tato veličina:

• záviśı na parametrizaci,
• neobsahuje informaci o směru změny (nemá znaménko).

▶ Z podḿınek b · b = 1 a b · t = 0 derivováńım dostaneme b′ · b = 0 a b′ · t = 0, tedy
b′ ⊥ b i t.

▶ Vektor b′(t) je tedy rovnoběžný s n(t).

▶ Proto použijeme orientovanou velikost změny ve směru n(t) a poděĺıme rychlost́ı.

Definice (Torze prostorové ǩrivky)

Necht’ γ : I → R3 je regulárńı prostorová ǩrivka a κ(t) ̸= 0. Torze ǩrivky γ v bodě t ∈ I je
definována jako

τ(t) = −
b′(t) · n(t)
∥v(t)∥

.

▶ Z rovnoběžnosti b′(t) a n(t) plyne b′(t) = ∥v(t)∥ τ(t)n(t) (viz Frenetovy rovnice).
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Invariantnost torze v̊uči reparametrizaci

Tvrzeńı (Invariantnost torze v̊uči orientaci zachovávaj́ıćım reparametrizaćım)

Torze τ(t) je nezávislá na orientaci zachovávaj́ıćıch reparametrizaćıch.

Důkaz:

▶ Necht’ γ̃ = γ ◦ ϕ je reparametrizace. Budeme značit veličiny odpov́ıdaj́ıćı γ̃ vlnkou.

▶ Je-li ϕ′(t) > 0 (zachováńı orientace), pak se Frenet̊uv repér neměńı:

t̃ = t ◦ ϕ, ñ = n ◦ ϕ, b̃ = b ◦ ϕ.

▶ Potom

τ̃(t) = −
b̃′(t) · ñ(t)
∥ṽ(t)∥

= −
ϕ′(t)b′(ϕ(t)) · n(ϕ(t))

|ϕ′(t)| ∥v(ϕ(t))∥
= τ(ϕ(t)).

▶ Je-li ϕ′(t) < 0 (změna orientace), pak

t̃ = −t ◦ ϕ, ñ = n ◦ ϕ, b̃ = −b ◦ ϕ,

a ve výrazu pro torzi se objev́ı nav́ıc záporné znaménko, takže plat́ı

τ̃(t) = −τ(ϕ(t)).

□
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Vzorec pro torzi pomoćı sḿı̌seného součinu

Tvrzeńı (Vzorec pro torzi)

Necht’ γ : I → R3 je ťrikrát diferencovatelná regulárńı ǩrivka a κ(t) ̸= 0. Pak torze τ(t) je dána
vzorcem

τ(t) =
(γ′(t)× γ′′(t)) · γ′′′(t)

∥γ′(t)× γ′′(t)∥2
.

Důkaz:
Necht’ v = γ′, a = γ′′, k = γ′′′. Plat́ı:

▶ Frenet̊uv repér:

t =
v

∥v∥
, n =

a⊥

∥a⊥∥
, b = t× n.

▶ Z definice torze

τ = −
b′ · n
∥v∥

.

▶ Lze ukázat, že

b =
v × a

∥v × a∥
, b′ · n =

(v × a) · k
∥v × a∥2

.

▶ Po dosazeńı dostáváme

τ(t) =
(γ′(t)× γ′′(t)) · γ′′′(t)

∥γ′(t)× γ′′(t)∥2
.

□
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Křivky v R3 www.KMA.zcu.cz

Torze rovinné ǩrivky

Př́ıklad (Torze rovinné ǩrivky)

Necht’ γ : I → R3 je prostorová ǩrivka lež́ıćı v rovině.

▶ Bez újmy na obecnosti můžeme tuto rovinu zvolit jako rovinu xy, tedy

γ(t) = [x(t), y(t), 0].

▶ V každém bodě, kde κ(t) = 0, nejsou vektory n(t), b(t) ani torze τ(t) definovány.

▶ Je-li κ(t) ̸= 0, pak vektory t(t) a n(t) lež́ı v rovině xy a jejich vektorový součin je

b(t) = t(t)× n(t) = (0, 0,±1),

kde znaménko záviśı na orientaci ǩrivky (otáčeńı po nebo proti směru hodinových ručiček).

▶ Protože b(t) je na každém intervalu konstantńı, plat́ı

τ(t) = 0 v každém bodě, kde je definována.
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Křivky s nulovou torźı

▶ Nulová torze znamená, že oskuláčńı rovina se neměńı – tedy ǩrivka z̊ustává v jedné rovině.
To jsme viděli nap̌r. u rovinné ǩrivky.

Tvrzeńı (Charakterizace nulové torze)

Necht’ γ : I → R3 je regulárńı prostorová ǩrivka a κ(t) ̸= 0 pro všechna t ∈ I. Pak plat́ı

τ(t) = 0 pro všechna t ∈ I ⇐⇒ stopa ǩrivky lež́ı v rovině.
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Frenetovy rovnice

Tvrzeńı (Frenetovy rovnice)

Necht’ γ : I → R3 je regulárńı prostorová ǩrivka a κ(t) ̸= 0. Pak plat́ıt′

n′

b′

 = ∥v(t)∥

 0 κ(t) 0
−κ(t) 0 τ(t)

0 −τ(t) 0

t
n
b

 .

Důkaz:

▶ Necht’

Q(t) =
(
t(t) n(t) b(t)

)
.

Protože {t,n,b} je ortonormálńı báze, plat́ı QQ⊤ = I.

▶ Derivaćı dostaneme
Q′Q⊤ = −(Q′Q⊤)⊤.

▶ Matice A(t) = Q′Q⊤ je tedy antisymetrická a má tvar

A =

 0 α β
−α 0 γ
−β −γ 0

 .

▶ Z t′ = ∥v∥κn plyne α = ∥v∥κ a β = 0.

▶ Z b′ = ∥v∥τn dostáváme γ = ∥v∥τ .
▶ Protože Q′ = AQ, vyjdou Frenetovy rovnice. □
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Invarianty ǩrivky v̊uči shodnostem

▶ Shodnost může ǩrivku nap̌r. posunout, otočit nebo zrcadlit, ale neměńı jej́ı tvar.

Tvrzeńı (Invarianty v̊uči shodnostem)

Pro regulárńı ǩrivku plat́ı, že následuj́ıćı veličiny jsou invariantńı v̊uči p̌ŕımým shodnostem:

▶ ǩrivost κ v Rn,

▶ torze τ prostorové ǩrivky,

▶ znaménková ǩrivost κs rovinné ǩrivky.

Nep̌ŕımé shodnosti (nap̌r. zrcadleńı) zachovávaj́ı ǩrivost κ, ale měńı znaménko torze a
znaménkové ǩrivosti:

τ 7→ −τ, κs 7→ −κs.
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Základńı věty o rovinných a prostorových ǩrivkách

Věta (Základńı věty o rovinných a prostorových ǩrivkách)

▶ Rovinné ǩrivky

▶ Necht’ I ⊂ R je interval a κs : I → R je hladká funkce. Pak existuje ǩrivka
γ : I → R2 parametrizovaná obloukem, jej́ıž znaménková ǩrivost je rovna κs.

▶ Jsou-li γ, γ̂ : I → R2 dvě takové ǩrivky, pak existuje p̌ŕımá shodnost f roviny R2

taková, že
γ̂ = f ◦ γ.

▶ Prostorové ǩrivky

▶ Necht’ I ⊂ R je interval a κ, τ : I → R jsou hladké funkce, kde κ(t) > 0 pro všechna
t ∈ I. Pak existuje ǩrivka γ : I → R3 parametrizovaná obloukem, jej́ıž ǩrivost je κ a
torze τ .

▶ Jsou-li γ, γ̂ : I → R3 dvě takové ǩrivky, pak existuje p̌ŕımá shodnost f prostoru R3

taková, že
γ̂ = f ◦ γ.

▶ Rovinná ǩrivka je jednoznačně určena (až na p̌ŕımé shodnosti) svou znaménkovou ǩrivost́ı.

▶ Prostorová ǩrivka je jednoznačně určena (až na p̌ŕımé shodnosti) svou ǩrivost́ı a torźı.
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Křivky v R3 www.KMA.zcu.cz

Konstrukce rovinné ǩrivky ze znaménkové ǩrivosti

▶ Necht’ I ⊂ R a κs : I → R je hladká funkce.

▶ Zvolme t0 ∈ I a pro jednoduchost počátečńı podḿınky

γ(t0) = [0, 0], v(t0) = (1, 0).

▶ Definujeme úhlovou funkci

θ(t) =

∫ t

t0

κs(u) du+ 0.

▶ Definujeme rychlost
v(t) = (cos θ(t), sin θ(t)).

Pak ∥v(t)∥ = 1 a θ′(t) = κs(t).

▶ Nakonec definujeme ǩrivku

γ(t) =

∫ t

t0

v(u) du+ [0, 0].

▶ Takto źıskaná ǩrivka je parametrizovaná obloukem, má znaménkovou ǩrivost κs a splňuje
zvolené počátečńı podḿınky.

▶ Změnou počátečńıch podḿınek γ(t0) a v(t0) dostaneme všechny ǩrivky se stejnou
znaménkovou ǩrivost́ı.
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