Vybrané priklady z diferencialni geometrie — délka krivky a
parametrizace obloukem

Délka krivky

Délka regularni parametrické kiivky ~ : I — R"™ je ddna vztahem

L- [ ®la

Piiklad 1 — délka kruznice
Urcete délku kiivky
~v(t) = [Rcost, Rsint], te(0,27), R>0.
Derivace kiivky je
7'(t) = (-Rsint, Rcost).
Proto

IV ()] = VR2sin?t + R? cos? t = R.

Tedy
21

L= ; Rdt =27R.

Priiklad 2 — délka elipsy
Urcete délku kiivky
~v(t) = [acost, bsint], te(0,27), a,b>0.
Derivace ktivky je
7' (t) = (~asint, bcost).
Proto

Iy ()| = Va2sin? t + b2 cos? .
Tedy

27
L:f \/a281n2t+b2COSQtdt.
0

Tento integral nelze obecné vyjadiit pomoci elementarnich funkei.



Priklad 3 — délka paraboly

Urcete délku kiivky
v(t) =[t,1?], te(0,1).

Derivace ktivky je
V() =(1,2t), [y ()] =V1+4t2
Délka ktivky je
1
L- f V1+ a2 dt.
0

Pouzijeme substituci

1
2t = sinh u, dt = 3 cosh u du.

Prot=0jeu=0aprot=1 jewu=arsinh(2).

Potom

V1 +4t2 = coshu,

a ted
Y 1 arsinh(2) 9
L= 3 [ cosh” udu.
0

Pouzijeme vztah

h?2 1
COSh2 u= M7
2

odkud

1 arsinh(2) 171 arsinh(2)

Lz—f (cosh2u+1)du=—[—sinh2u+u]

4 Jo 412 0

Dostavame ] ]
L= 3 sinh(2arsinh(2)) + 1 arsinh(2).
Protoze
arsinh(2) = In(2 + V/5), sinh(2 arsinh(2)) = 4/5,

plati

L:%\/§+}lln(2+\/5).

Priklad 4 — délka cykloidy
Urcete délku kiivky
~v(t) = [t—sint, 1—cost], te(0,2r).
Derivace ktivky je
7' (t) = (1 - cost, sint).
Proto

Iv' ()] = \/(1 —cost)? +sin?t = /2 - 2cost.
Délka kiivky je
2m
L:fo V2-2costdt.

Pouzijeme identitu

t
2-2cost :4sin2§,



a proto

V2-2cost=2 5

sin —‘ .
Na intervalu (0, 27) plati sin% >0, tedy

27 t
L= 2sin — dt.
0 2

Substituci u = %, dt = 2du, dostaneme

L= 4[0 sinudu =4[-cosu]g =4(1+1) =8.

Piiklad 5 — délka Sroubovice

Urcete délku kiivky
~(t) = [cost, sint, t], te(0,2m).

Derivace ktivky je
7'(t) = (-sint, cost, 1).

Proto

Iv'()] = Vsin2t +cos2t + 1 = /2.

Délka kfivky je
27T
L= fo V2dt = 213,

Piiklad 6 — délka Tschirnhausenovy kubiky
Urcete délku kiivky
y(t) =[t* -1, 2 -], te(-1,1).
Derivace kiivky je
v'(t) = (2t, 3t* - 1).
Proto

IV ()] = /482 + (3t2 - 1)2 = Vt4 - 212 + 1 = 3t> + 1,
protoze 9t* — 2t2 + 1 = (3t% + 1)2.
Délka kiivky je
1
L= [1(3t2+1)dt: [ 41]l, =2 (-2) =4



Parametrizace obloukem

Pro regularni parametrickou kfivku v : I — R™ a pevné zvoleny bod ty € I definujeme délku
oblouku funkci

5= [ W (@)ldr

Protoze |'(t)] > 0, je funkce s(t) ostfe rostouct, a tedy prostd. Lze ji tedy (teoreticky) invertovat
a ziskat parametrizaci obloukem

A(s) = v(t(s)).

V této parametrizaci plati

[7'(s)] = 1.

Piiklad 1 — parametrizace obloukem kruznice
Najdéte parametrizaci obloukem kfivky

v(t) = [Rcost,Rsint], te(0,2m).
Derivace kiivky je

v'(t) = (-Rsint, Rcost).

Velikost derivace je
V'@ = R.

Délka oblouku je
t t
s)= [ W@Oldr= ["Rar=Rt.  se(027R)

Inverzni funkce je

t=—.
R

Parametrizace obloukem je

F(s) = 7(%) = [Rcos%,Rsin%], s €(0,27R).

Piiklad 2 — parametrizace obloukem logaritmické spiraly
Najdéte parametrizaci obloukem kfivky
v(t) = [e' cost,e'sint], teR.
Derivace ktivky je
v'(t) = (e (cost —sint), e'(sint + cost)).

Velikost derivace je

I (0] = V2.
Délka oblouku je

s(t) = [; I (7)) dr = [; V2e dr = [\/ieT]t_ =V2¢, s€(0,00).

[ee)



Inverzni funkce je

Hn(i)
7))
Parametrizace obloukem je
s s s s s
F(s)=v|Inl—=]]=]|—=cos|In| —]]|,—=sin|In| — , s5€(0,00).
0= 5)) [ (o(5) Sz (oG] o0
Piiklad 3 — parametrizace obloukem cykloidy
Najdéte parametrizaci obloukem kiivky

y(t) = [t -sint,1~cost], te€(0,2m).

Derivace ktivky je
7' (t) = (1 - cost,sint).

Velikost derivace je

t
Iv' ()] = \/(1 —cost)? +sin?t = /2 - 2cost = 2sin >

Délka oblouku je
(t)—/t” "(7)|d —ftz inZdT—[—él z]t—4—4 ! € (0,8)
8 -077' 7‘—0 82 = COSQO_ 0052, S ,8).

Inverzni funkce je
s
t = 2arccos (1 - —) .
4

Parametrizace obloukem je

F(s) = [Zarccos(l - Z) —sin (Qarccos(l - Z)), 1-cos (2arccos(1 - Z))], 5 €(0,8).

Priklad 4 — parametrizace obloukem ptilkruznice

Najdéte parametrizaci obloukem kfivky

A1) = [t,-V1-12], te(-1,1).

, _ t
’y(t)—(l,—l_tQ).

t2 1
‘@] =1/1+ = .
Délka oblouku je

s(t)—ftH "(7)] dT_[t ! dr = [arcsin 7]} = arcsint se(—E E)
“Jo 7 Jo 1oz 0 ’ '

Derivace ktivky je

Velikost derivace je

Inverzni funkce je
t =sin s.

Parametrizace obloukem je

o | 3
F
)

F(s) = [sins,— 1 —sin? s] =[sins,—coss], se€ <—



