Vybrané priklady z diferencialni geometrie — parametricka plocha,
tecna rovina, normala a diferencial

Tecna rovina, normala a diferencial

-

Uvazujme parametrickou plochu o : U c R? - R?
o(u,v) =[o1(u,v),09(u,v),o3(u,v)].
Bod s lokdlnimi souradnicemi p = [ug, vg] se zobrazi na bod plochy
p = o(P) = [o1(uo,v0), o2 (1o, v0), 03(u0, v0) |-
Parciélni derivace o, (u,v), 0, (u,v) uréuji tecné vektory k plose. V bodé p dostdvame

ou(P) = (Ouo1(uo,v0), Ouoz(ug, v0), duos(uo, v0)),
0u(P) = (0po1(u0,v0), 0po2 (g, v0), Dyo3(uo, vo))-

Tyto vektory generuji tetny prostor 1,5 plochy S = o(U) v bodé p. Tecna rovina p + TpS je
potom popsana napt. parametrizaci

o(s,t) =p+soy,(pP) +to,(P), s,teR.
Normalovy vektor plochy v bodé p uréime pomoci vektorového soucinu
n = 0,(p) x 04(P).
Parametricka rovnice normaly v bodé p je
((t)=p+tin, teR.
Déle vektory o, (P), 0,(P) tvoii sloupce Jacobiho matice

O0uo1(uo,v0)  Opo1(uo,vo)
Jo(P) = (0u(P) 0u(P)) = | Buoa(ug,v0) Buoa(uo,vo) |
Ouoz(ug,v9) Oyos(uo,vo)

Tato matice popisuje diferencidl dog zobrazeni o.
Vektor v € T5U =~ R? se zobrazi na teény vektor plochy S = o(U) v bodé p = o(P)

v =dop(V) =Js(P) V.




Priklad 1 — tecna rovina, normala a diferencial
Je dédna parametricka plocha
o(u,v) = [u, v, u? +uwv], (u,v)€R?,

bod s lokalnimi soufadnicemi
pP= [17 2]

a te¢ny vektor v bodé p v parametrické roviné
v=(2,-1).
Urcete obraz bodu na plose, popis te¢né roviny a normély v tomto bodé a obraz vektoru v.
Obraz bodu na plose je
p=0(P)=0(1,2)=[1,2,1°+1-2] =1, 2, 3].
Parcidlni derivace parametrizace jsou
ou(u,v) = (1, 0, 2u +v), oy(u,v) =(0, 1, u).

V bodé p = [1, 2] dostavame
O-U(ﬁ) = UU(172) = (17 Oa 4)7
O-U(ﬁ) = O-v(l’2) = (Oa 1a 1)

Tec¢na rovina v bodé p je dana parametrizaci
o(s,t)=1[1,2,3]+s(1,0,4) +t(0,1,1) = [1 + s, 2+¢, 3+4s+1], s,t eR.
Normélovy (obecné ne jednotkovy) vektor v bodé p je
n=o0,(p)xo,(p) =(1,0,4) x (0,1,1) = (-4, -1, 1).
Normala v bodé p mé parametrickou rovnici
0(t)=11,2,3] +t(-4,-1,1) = [1 - 4¢t, 2-t, 3+1], teR.

Jacobiho matice parametrizace je

1 0
Jo(u,v)=| 0 1
2u+v u

V bodeé p = [1,2] tedy dostdvame
10
Js(P)=Jo5(1,2)=|0 1
4 1
Obraz vektoru Vv je
1 0 9 2
v=dop(V)=Js(p)v=]0 1 ( )z -1
YA

Tedy
v=(2 -1, 7).



Priklad 2 — tecna rovina, normala a diferencial
Je dédna parametricka plocha
o(u,v) = [ucosv, usinv, v], (u,v)eR?,

bod s lokalnimi soufadnicemi
p=[1,0]

a te¢ny vektor v bodé p v parametrické roviné
v=(1,2).
Urcete obraz bodu na plose, popis te¢né roviny a normély v tomto bodé a obraz vektoru v.

Obraz bodu na plose je
p=0(p)=0(1,0)=[1, 0, 0.

Parcidlni derivace parametrizace jsou
ou(u,v) = (cosv, sinv, 0), oy(u,v) = (—usinv, ucosw, 1).
V bodé p = [1,0] dostavame
ou(P) = (1, 0,0),  0u(P)=(0, 1, 1).
Tec¢nd rovina v bodé p je dana parametrizaci
o(s,t) =[1,0,0] +s(1,0,0) +¢(0,1,1) = [1 +s, ¢, t], s, teR.
Normalovy (obecné ne jednotkovy) vektor v bodé p je
n=o0,(p) xo,(P) =(1,0,0) x (0,1,1) = (0, -1, 1).
Normaéla v bodé p mé parametrickou rovnici
0(t) =[1,0,0] +¢(0,-1,1) = [1, —t, ¢t], teRR.
Jacobiho matice parametrizace je
cosv —usinv
Jo(u,v) =|sinv  wucosv
0 1

V bodé p = [1,0] tedy dostdvame
10
Jo(P) =J,(1,0)={0 1
0 1
Obraz vektoru Vv je
10 1 1
v=dop(V)=Js(p)v=]0 1 (2)= 2
01 2

Tedy
v=(1,2 2).



Piiklad 3 — te¢na rovina, normala a diferencial
Je dédna parametricka plocha
o(u,v) = [u+v, u-v, w], (u,v)eR?

bod s lokalnimi soufadnicemi
pP= [27 1]

a te¢ny vektor v bodé p v parametrické roviné

v=(3,-1).

Urcete obraz bodu na plose, popis te¢né roviny a normély v tomto bodé a obraz vektoru v.

Obraz bodu na plose je
p=0(p)=0(2,1)=3, 1, 2].

Parcidlni derivace parametrizace jsou
ou(u,v) = (1, 1, v), oy(u,v) = (1, -1, u).
V bodé p = [2,1] dostavame
ou(P)=(1,1,1),  ou(P)=(1, -1, 2).
Tec¢nd rovina v bodé p je dana parametrizaci
o(s,t)=[3,1,2] +s(1,1,1) +¢(1,-1,2) = [+ s+t, L +s—t, 2+ s+ 2t],
Normalovy (obecné ne jednotkovy) vektor v bodé p je
n=o0,(p)xo,(p)=(1,1,1) x (1,-1,2) = (3, -1, -2).

Normaéla v bodé p méa parametrickou rovnici

0(t) =[3,1,2] +1(3,-1,-2) = [3+3t, 1-t, 2-2t],  teR.

Jacobiho matice parametrizace je

1 1
Jo(u,v)=|1 -1
v
V bodé p = [2,1] tedy dostavame
1 1
J,(Pp)=J,(2,1)=|1 -1
1 2

Obraz vektoru v je

Tedy

s, teR.



Priklad 4 — tecna rovina, normala a diferencial
Je dédna parametricka plocha
o(u,v) = [ucosv, usinv, €], (u,v) € R?,

bod s lokalnimi soufadnicemi
p-= [27 0]

a tecny vektor v bodé p v parametrické roviné
v=(1,-1).
Urcete obraz bodu na plose, popis te¢né roviny a normély v tomto bodé a obraz vektoru v.

Obraz bodu na plose je
p=0(p)=0(2,0)=2,0,1].

Parcidlni derivace parametrizace jsou
ou(u,v) = (cosw, sinv, 0), oy(u,v) = (—usinv, ucosv, ).
V bodé p = [2,0] dostavdme
ou(P) = (1, 0,0),  0u(P)=(0, 2, 1).
Tecénd rovina v bodé p je dana parametrizaci
o(s,t) =[2,0,1]+s(1,0,0) +¢(0,2,1) = [2 + s, 2¢, 1 + ], s,teR.
Normalovy (obecné ne jednotkovy) vektor v bodé p je
n =o0,(p) xo,(P) = (1,0,0) x (0,2,1) = (0, -1, 2).
Normaéla v bodé p méa parametrickou rovnici
(t) =[2,0,1] +(0,-1,2) = [2, —¢, 1+ 2¢], teR.
Jacobiho matice parametrizace je
cosv —usinv
Jo(u,v) =|sinv  wucosv
0 e’

V bodé p = [2,0] tedy dostdvame
10
J:(P) =Js(2,0)= |0 2
0 1
Obraz vektoru v je
10
v=dop(v) =J,(p)v=|0 2
0 1

Tedy
v=(1, -2, -1).



