Vybrané priklady z diferencialni geometrie — prvni fundamentalni
forma

Matice prvni fundamentalni formy

-~

Uvazujme parametrickou plochu o : U c R? - R?
o(u,v) =[o1(u,v),09(u,v),o3(u,v)].
Matice prvni fundamentalni formy je dana predpisem

_[(E(u,v) F(u,v)
L @) = (F(u,v) G(u,v))’

kde
E(u,v) = oy(u,v) - oy (u,v),
F(u,v) = oy(u,v) - oy(u,v),
G(u,v) = oy(u,v) - 0y (u,v).
Plati

I(u,v) = J,(u,v)" Iy (u,v),

kde J,(u,v) je Jacobiho matice parametrizace o.

Piiklad 1 — vypocet matice prvni fundamentalni formy
Urcete matici prvni fundamentalni formy plochy

o(u,v) = [ucosv, usinv, v], u,v € R.

Parcidlni derivace parametrizace jsou

oyu(u,v) = (cosv, sinv, 0), oy(u,v) = (—usinv, ucosv, 1).

Proto
E(u,v) = 0y (u,v) - 04 (u,v) = cos® v +sin®v =1,

F(u,v) = oy(u,v) - 0y(u,v) = cosv(-usinv) +sinv(ucosv) + 0 = 0,

G(u,v) = 0u(u,v) - 0y (u,v) = u?sin®v + u?cos® v+ 1 =u? + 1.

Matice prvni fundamentalni formy je

1, v) = ((1) u20+ 1) '



Matice prvni fundamentalni formy v bodé

-

Uvazujme parametrickou plochu o : U ¢ R? - R? a bod
ﬁ: [U(),vo] € U

Nejprve spocitame parcidlni derivace o, (u,v) a o,(u,v) a poté dosadime bod p. Tim dostaneme
¢iselné vektory
ou(P), oy(P)-

Koeficienty prvni fundamentalni formy v bodé p jsou
E(P) = 0u(P) - 0u(P),
F(p) = ou(P) - 0u(P),
G(p) = 04(P) - 0u(P).
Matice prvni fundamentalni formy v bodé p je

. (E(®) F®)
I(p)_(F(ﬁ) G(ﬁ))'

Priklad 2 — vypocet matice prvni fundamentalni formy v bodé
Urcete matici prvni fundamentalni formy plochy
o(u,v) = [u, v, u? +uv], u,veR
v bodé p =[1,2].
Parcidlni derivace parametrizace jsou
ou(u,v) = (1, 0, 2u +v), oy(u,v) =(0, 1, u).
V bodé p = [1,2] dostavdame
ou(P)=(1,0,4),  ou(p)=(0, 1, 1).

Proto
E(P) = 0u(P) 0u(P) =17 + 0% + 4% =17,

F(ﬁ):Uu(ﬁ)'av(ﬁ):0+0+4:4a
G(D)=0,(P) - 0,(P) =0*+1% +1% = 2.

Matice prvni fundamentalni formy v bodé p je
_ 17 4
1w-(1 )

Priklad 3 — vypocet matice prvni fundamentalni formy v bodé
Urcete matici prvni fundamentalni formy plochy
o(u,v) = [ucosv, usinv, e'], u,v e R

v bodé p = [2,0].



Parcidlni derivace parametrizace jsou
ou(u,v) = (cosw, sinv, 0), oy(u,v) = (—usinv, ucosv, ).
V bodé p = [2,0] dostavame
ou(P) = (1, 0,0),  0u(P)=(0, 2, 1).
Proto
E(P) = ou(P) ou(P) =17 +0% +0% =1,

F(ﬁ) :Uu(ﬁ)‘o'v(ﬁ) =0+0+0=0,
G(P) = 0y(P) - 0u(P) =02 +22 + 17 = 5.

Matice prvni fundamentélni formy v bodé p je

1(p) - (é 2)



Skalarni soucin dvou tecnych vektort pomoci 1FF

e N\
Uvazujme parametrickou plochu o : U c R? = R? a bod p = [wo,v0] € U.
Necht @ = (a,b),V = (¢,d) € TsU ~ R? jsou dva tecné vektory v parametrové roving.
Jejich skaldrni souéin v teéné roviné k plose v bodé p = o(p) je dén pomoci matice prvni funda-

u-v=u'I{p)v=(a b) (? g) (2)

mentalni formy:

Priklad 4 — vypocet tihlu dvou teénych vektora pomoci matice prvni fundamentalni
formy

Je dana matice prvni fundamentalni formy

1(p) - (f ;)

v bodé p a dva tetné vektory v parametrové roviné
u=(1,1), v=(2,-1).
Uréete thel vektoru u,v € T,S v bodé p = o(P).

Dostavame

Pro thel ¢ vektoru u, v plati

u-v 9 1

s
= = — ey SO: —.
[ulv] 3-3v2 V2 4

cosp =

Priklad 5 — vypocet dhlu dvou kfivek na plose ve spolecném prusecéiku

Je dana matice prvni fundamentalni formy

I(u,v) = ((1) 1 -:)uQ)

Dale jsou v lokdlnich soufadnicich zadany dvé kiivky

F(t) =[1+¢t, 2+t], Fo(s) =[1+s, 2-s], s, teR.
Urcete uhel kiivek v a 9 na ploSe v jejich spole¢ném pruseciku.
Nejprve ur¢ime prusecik obou kiivek. Musi platit

[1+t, 2+t]=[1+s, 2-35].

e



Odtud dostavame soustavu
tedy
Proto

Obe kfivky se tedy protinaji v bodé
P =71(0) =72(0) = [1,2].
V tomto bodé je matice prvni fundamentalni formy

1(p) = 1(1,2) - (é g)

Tecné vektory k obéma kiivkdm v parametrové roviné jsou

T=7,(0) = (L1),  ¥=74(0) = (1,-1).

Dostavame

w¥41ﬂ@8ﬂ
=05 5)(4) -0 o

Pro tihel ¢ obou kiivek v prusec¢iku plati

u-v 1 1

vl = V3/3 3

cosp =

Odtud .
= arccos(—g) .



Délka krivky pomoci 1FF

-

Uvazujme parametrickou plochu o : U ¢ R? - R? a kiivku v lokalnich soufadnicich

F(t) = [u(t),v(t)], tel.

Délka kiivky v(¢) = 0(7(t)) na plose S = o(U) je ddna vztahem

L= [IW®ldat= [ V7O Iu®, @7 @ d.

Piiklad 6 — vypocet délky krivky na plose

Urcete délku kiivky
i(t): [t70]7 tE(O,l),

na plosSe s matici prvni fundamentalni formy

Uv 1+u

I(u,v) = (

1+02 uv
2 .

Plati
7'(t) = (1,0).

Po dosazeni u(t) =t, v(t) = 0 dostdvame

1. 00) 100 - 3 1)

Délka kiivky je

L:[OI\J(I 0)(é 1Et2)(é)dt:folﬁdt:folldtzl.

Piiklad 7 — vypocet délky kiivky na plose

Urcete délku kiivky
ﬁ(t) = [tvt]a te (07 1)5

na ploSe s matici prvni fundamentalni formy

et 0
I(uvv) = ( 0 eZu) .

¥ (t) = (1,1).

Plati
Po dosazeni u(t) =t, v(t) = t dostavame
e 0
I(U(t)/l)(t)) = I(t’t) = 0 th .

Délka kiivky je

L:fol\J(l 1)(e;t egt)(i)dtz[;@dt=\/§foletdt=\/§(e—1).




Priklad 8 — vypocet délky krivky na plose

Urcete délku kiivky
() =[t.e],  te(0.1),

na plosSe s matici prvni fundamentalni formy

I(u,v) = (é egu) .

Plati
' (t) = (1,—e_t )

Po dosazeni u(t) =t, v(t) = et dostavame

1. 00) -1 = ).

e

Délka kiivky je

b [\ o0 &) (e [ vaava



Obsah plochy pomoci 1FF

Uvazujme parametrickou plochu o : U ¢ R? - R? a oblast Q c U v parametrové roviné.
Obsah ¢asti plochy
Sq =0(Q)
je dan vztahem
A= ffﬂ VdetI(u,v)dudo.

Priklad 9 — vypocet obsahu plochy

Urcete obsah ¢asti plochy
o(u,v) =[u, v, u+v]

nad oblasti
Q=[0,1] x[0,2].
Parcidlni derivace jsou
ou(u,v) =(1, 0, 1), ou(u,v) =(0, 1, 1).

Proto
E(u,v) = oy(u,v) - ou(u,v) =12 +0%* +12 = 2,

F(u,v) =oy(u,v) -op(u,v)=1-0+0-1+1-1=1,

G(u,v) = oy(u,v) - oy (u,v) =02 +12 +1%2 = 2,

I(u,v) = (? ;)

detI(u,v)=2-2-1-1=3.

Matice prvni fundamentalni formy je

Jeji determinant je

Obsah plochy je
1,2 1 2
Az/(; /(; \/detI(u,v)dvdu=/0 /0 V3do du.
Tedy

1 2 1
A=\/§f0 fo 1dvdu=\/§f0 9 du = 2v/3.

Obsah dané ¢asti plochy je tedy

A=2V3.

Poznamenejme, ze se jedna o ¢ast roviny. Obsah lze proto spocitat také jako obsah rovnobézniku

urcéeného vektory
oy = (1,0,1), o, =(0,1,1).

Plati
oux 0oy =(-1,-1,1), |ow x oy = V3.

Obsah rovnobézniku nad jednotkovym étvercem je tedy v/3, a nad oblasti Q dostdvame

A=2V3.



Priklad 10 — vypocet obsahu plochy
Urcete obsah ¢asti plochy
o(u,v) =[u, v, uv]

nad oblasti
Q={(u,v) eR* u>0, v>0, v’ +v* < 1}.

Parcidlni derivace jsou

ou(u,v) = (1, 0, v), ou(u,v) =(0, 1, u).

Proto
E('LL,U) = O'u(U,U) : Uu(u7v) =1+ U2,
F(u,v) = Uu(uav) : O'U(u,’l)) =uv,

G(u,v) = oy(u,v) - oy (u,v) = 1+ u>.

Matice prvni fundamentalni formy je

uv 1+u

1) -

1+ 02 U
2 .
Jeji determinant je
detI(u,v) = (1+0?)(1+u?) —u?v? = 1+ u® + 02

Obsah plochy je

A:[fg\/1+u2+v2dudv.

Ptejdeme k polarnim soufadnicim

U =T COS Y, v =T1sing, 0<r<1, O

IN
AS)
IN
o |3

Potom

/2 1
A:‘/O [0 V1+r2rdrde.

Pouzijeme substituci
z=1+7r2 dz = 2rdr.

Dostavame

folrmdr:%ff\/fdx:%-;[:c?’p]j:%(%/ﬁ—l).

Proto

A:/OW/Q%(Q\/ﬁ—l) dgo:%(wﬁ—l).

Obsah dané ¢asti plochy je tedy

A= (2v2-1).

T
6



