Vybrané priklady z diferencialni geometrie — druha fundamentalni
forma

Matice prvni a druhé fundamentalni formy

-

Uvazujme parametrickou plochu o : U c R? - R?
o(u,v) =[o1(u,v),09(u,v),o3(u,v)].
Nejprve spocitame parcialni derivace parametrizace
ou(u,v), oy (u,v),

a druhé parcialni derivace
O'uu(uvv)’ GUU(U,U), va(u>v)-

Koeficienty pruni fundamentdlni formy jsou funkce
E(u,v) = oy(u,v) - oy (u,v),
F(u,v) = ou(u,v) - oy(u,v),
G(u,v) = oy(u,v) - oy(u,v).
Matice proni fundamentdlni formy je

E(u,v) F(u,v)
li@,m) = (F(u,v) G(u,v))'

Normalovy vektor plochy je
ou(u,v) x oy (u,v)

low(u, v) x o (u, v)[°

n(u,v) =

Koeficienty druhé fundamentdlni formy jsou funkce
e(u,v) = oyy(u,v) -n(u,v),
fu,v) = oy (u,v) -n(u,v),
g(u,v) = oy (u,v) -n(u,v).
Matice druhé fundamentdlni formy je

_(e(u,v)  f(u,v)
IT(u,v) = (f(u,v) g(uav)) .




Priklad 1 — vypocet matice prvni a druhé fundamentalni formy
Urcete matice prvni a druhé fundamentalni formy plochy

o(u,v) = [u, v, u? + ], u,v € R.

Parcidlni derivace parametrizace jsou

ou(u,v) = (1, 0, 2u), ov(u,v) = (0, 1, 2v).

Nejprve uréime koeficienty prvni fundamentélni formy:
E(u,v) =0y -0y = 1 +4u?,
F(u,v) =0y -0y = 4uv,
G(u,v) =0y -0y = 1+ 402,

Matice prvni fundamentalni formy je
1+4u? 4w
I(u,v) = ( duv 1+ 402) '
Druhé parcialni derivace jsou

ouw(u,v) =(0, 0, 2), ouw(u,v) = (0, 0, 0), oup(u,v) = (0, 0, 2).

Normalovy vektor:
ou(u,v) x oy (u,v) = (-2u, —2v, 1).

Jednotkovy normalovy vektor:
(—2u, —2v, 1)

V1+4u2+ 402

n(u,v) =

Koeficienty druhé fundamentélni formy:

2
V1 +4u? + 402
flu,v) =0y -n=0,

2
V1+4uZ + 402

e(u,v) = oyy-n =

g(“?”) =0y N =

Matice druhé fundamentalni formy je

2
II(U,U) - (\/ 1+4162+4v2 (2) ) )
V1+4u? +402



Matice prvni a druhé fundamentalni formy v bodé

-

Uvazujme parametrickou plochu o : U ¢ R? - R? a bod
p=[u,v0]elU,  p=0(P).
Nejprve spocitame parcialni derivace parametrizace
ou(u,v), oy (u,v),
a druhé parcialni derivace
O (U, v), ouw(u,v), oy (U, v).
Poté dosadime bod P = [ug,vp]. Tim dostaneme ¢iselné vektory
ou(P); oy (P),
ouu(P); ou(P), o (P)-
Koeficienty prvni fundamentalni formy v bodé p jsou
E(P) = 0u(P) - ou(P),
F(p) = 0u(P) - 0u(P),
G(p) = 04(P) - 0u(P).
Matice prvni fundamentalni formy v bodé p je tedy
®-(rF o)

Normalovy vektor v bodé p urcime jako

= _ ou(P) x 0u(P)
P) = o ®) x o)

Koeficienty druhé fundamentalni formy v bodé p jsou
e(P) = ouu(P) - n(P),
f(P) = 0u(P) - n(P),

9(P) = 0w (P) - n(P).

Matice druhé fundamentalni formy v bodé p je

__(e®) f®)
H(p)‘(f@ g(ﬁ))'

Priklad 2 — vypocet matice prvni a druhé fundamentalni formy v bodé

Urcete matici prvni a druhé fundamentalni formy plochy

o(u,v) = [~u—-u?+v, u+u? —v+uv+0%, u+u? +uv+ 03], u,v €R



v bodé p=[-1,1].
Parcidlni derivace parametrizace jsou

ou(u,v) = (-1 -2u, 1+2u+wv, 1+2u+v), oy(u,v) = (1, =1+ u+2v, u+2v).
V bodé p = [-1,1] dostavdme

O'u(ﬁ) = (17 0, 0)7 Uv(ﬁ) = (17 0, 1)

Nejprve uréime koeficienty prvni fundamentélni formy:
E(ﬁ) = O-U(ﬁ) : Uu(ﬁ) = (17 07 0) : (17 07 O) = 17

F(ﬁ) = O—u(ﬁ) 'O—’U(ﬁ) = (17 07 O) : (17 07 1) = 17
G(ﬁ) = Uv(ﬁ) ’Uv(ﬁ) = (17 0, 1) : (1) 0, 1) =2.

Matice prvni fundamentalni formy v bodé p je
_ 11

Druhé parcidlni derivace jsou

ouu(u,v) = (-2, 2, 2), ouw(u,v) = (0, 1, 1), ow(u,v) = (0, 2, 2).

Proto
ouw(P) = (-2, 2, 2), ow(P) = (0, 1, 1), ow(P) = (0, 2, 2).

Normalovy vektor v bodé p je

0u(P) x0u(P) _ (1,0,0)x(1,0,1) _(0,-1,0)
lou(P) x ow(®)| (1, 0, 0)x (1, 0, 1) 1 (0, -1, 0).

n(p) =

Koeficienty druhé fundamentalni formy:
6(5) = Uuu(ﬁ) n(ﬁ) = (_2) 27 2) : (07 _17 0) = _2’

f(ﬁ) = O'uv(ﬁ) ) n(ﬁ) = (07 1, 1) ) (07 -1, O) =-1,
g(ﬁ) = O—vv(ﬁ) ) n(ﬁ) = (07 2, 2) : (07 -1, 0) =-2.

Matice druhé fundamentalni formy v bodé p je

I1(p) = (:f :;)



Priklad 3 — vypocet matice prvni a druhé fundamentalni formy v bodé
Urcete matici prvni a druhé fundamentalni formy plochy

o(u,v) = [-1+u? —uv —v?, —u+uv, -1 -u-u?+v+0?], u,v €R
v bodé p = [0,0].
Parcialni derivace parametrizace jsou

ou(u,v) = (2u-v, -1+v, —=1-2u), oyp(u,v) = (—u=-2v, u, 1+20).
V bodé p = [0,0] dostavame

Ju(ﬁ) = (Ov -1, _1)a O'v(ﬁ) = (07 0, 1)'

Nejprve uréime koeficienty prvni fundamentédlni formy:
E(ﬁ) = Uu(ﬁ) : Uu(ﬁ) = (07 _]-7 _1) - (07 _17 _1) = 27

F(ﬁ) = Uu(ﬁ) ’O'v(ﬁ) = (07 -1, _1) ) (07 0, 1) = -1,
G(ﬁ) = O'v(ﬁ) 'Gv(ﬁ) = (07 0, 1) : (07 0, 1) =1

Matice prvni fundamentalni formy v bodé p je
_ 2 -1
-5 7).
Druhé parcidlni derivace jsou

ouw(u,v) =(2, 0, =2), ow(u,v) = (-1, 1, 0), ow(u,v) = (=2, 0, 2).

Proto
Uuu(ﬁ) = (27 0, _2)7 qu(ﬁ) = (_17 L, 0)7 UUU(ﬁ) = (_2a 0, 2)

Normalovy vektor v bodé p je

n(p) = ou(P) x 04(P) _ (0, -1, -1) x (0, 0, 1) _ (-1, 0, 0)
low(®) xou(P)| (0, -1, =1) x (0, 0, 1) 1

= (-1, 0, 0).

Koeficienty druhé fundamentalni formy:
e(P) = ouu(P) -n(P) = (2, 0, -2)- (-1, 0, 0) = -2,

f(ﬁ) = qu(ﬁ) ’ n(ﬁ) = (_17 L, O) ’ (_17 0, O) =1,
g(ﬁ) = va(ﬁ) l’l(ﬁ) = (_2’ 0, 2) ’ (_1’ 0, 0) =2.

Matice druhé fundamentalni formy v bodé p je

T1(p) = (‘f ;).



Normalova kiivost (ve sméru) v bodé

Uvazujme parametrickou plochu o : U ¢ R? - R3 a bod P = [ug,v0] € U, p = o(P).
Necht v € TS je tecny vektor. Normdlovd krivost plochy S = o(U) v bodé p ve sméru v je

definovana vztahem
II,(v,v)

Kn(V) = L)
V béazi {o,(P),0,(P)} zapiSeme smér
v=a0,(p)+bo,(P),

neboli v = (a,b) jsou lokédlni souradnice vektoru v, a plati

v'II(p)v
VI[PV

®-(5 o) 1m@-(5 )

jsou matice prvni a druhé fundamentalni formy v bodé p.

Kn(V) =

kde

Piiklad 2b — vypocet normalové kiivosti ve sméru v bodé

Urcete normaélovou kiivost plochy

2 2 2 2 2]
)

o(u,v) =[-u-u*+v, u+u*—v+uv+v°, u+u +uv+v u,v €R

v bodé p = [-1,1] ve sméru vektoru s lokdlnimi souradnicemi

v=(1,-1).

I(ﬁ)=(} ;) 11(5):@ :;)

Normadlova kiivost ve sméru v = (1,-1) je ddna vztahem
v IL(P)V
VIV

Z Prikladu 2 uz mame

kn(V) =

Po dosazeni dostavame

Kn(V) =

Nyni spoéitame zvlast ¢itatele a jmenovatele.

& 2)()-(0)

Pro ¢itatele:

tedy



Pro jmenovatele:

tedy
(1[4
Proto 9
Kn(V) = T -2

Piiklad 3b — vypocet normalové kfivosti ve sméru v bodé
Urcete normaélovou kiivost plochy

2

o(u,v) = [-1+u? —uw —v?, —u+uv, -1 -u-u? +v+0?], u,veR

v bodé p = [0,0] ve sméru vektoru s lokalnimi souradnicemi

v=(1,1).

I(§)=(_21 ‘f), 11(5)=(_12 ;).

Normélova kiivost ve sméru v = (1,1) je ddna vztahem

Z Prikladu 3 uz mame

v IL(P)V
vI(p)V

Fin (V) = ! 1)(_12 ;) (1)
e )()

Nyni spoéitame zvlast ¢itatele a jmenovatele.

([ 2)0)-(5)

Kn(V) =

Po dosazeni dostavame

Pro ¢itatele:

tedy

Pro jmenovatele:

tedy

Proto 9
Kln(V) = I =2.



Hlavni kiivosti a sméry v bodé

-

Uvazujme parametrickou plochu o : U ¢ R? - R3 a bod P = [ug,v0] € U, p = o(P).

Hlavni krivosti k1, ke urcujeme jako feSeni zobecnéného vlastniho problému
(T1(p) - x1(P)) t = 0.

Nenulové feseni existuje pravé tehdy, kdyz

_ e-kE f-rF)\ _
det(II—/{I)—det(f_KF g_HG)_o.

Kotreny této rovnice jsou hlavni kiivosti k1, Kko.

Hlavni sméry urcujeme pro nalezené hodnoty k1, ko feSenim soustavy

(II—&ZI)EZ :07 g= 1,2.

e-rkill f-riF\([a;\ (O
f-rwiF g-r;G)\b;) \O)

Nenulov4 feSeni t; = (a;, b;) urcuji hlavni smeéry v bodé p:

Po rozepsani:

t; =Jo(P) ti = a; 0, (P) + b; 0 (D), i=1,2.

Piiklad 2c — vypocet hlavnich kfivosti a hlavnich smérta v bodé

Urcete hlavni kiivosti a hlavni sméry plochy

o(u,v) = [~u—u?+v, u+u® —v+uv+0?, uru? +uv+0?], u,v €R

v bodé p=[-1,1].
7 Piikladu 2b méame
I(p) = G ;) . II(P) = (f j) :
Hlavni kfivosti urcujeme jako feSeni rovnice
det(II - I) =0,

tedy

-2-k -1-&K
det(—l—n _2_21%)—0.

Po upravé dostavame
k2 +4k+3=0,

odkud
K1 = —1, Ko = -3.

Pro prvni hlavni kfivost k1 = —1 feSime soustavu

(I1(P) - x11(P)) t1 = 0,



(2 3)-( o3 aee

t1=(0,1).

Odtud

Pro druhou hlavni kifivost ko = —3 feSime soustavu

(II(p) - r21(P)) t2 = 0,

tedy
-2 -1 1 1)\\- 1 2)\-
(520 2o Do
Odtud
a+2b=0,
a tedy muzeme zvolit
to = (-2,1).

Z Prikladu 2 mame
Uu(ﬁ) = (17 Oa 0)7 Uv(ﬁ) = (17 07 1)

Proto hlavni sméry v bodé p jsou

t) = Jg(ﬁ)fl = Oau(ﬁ) + 101}(5) = (17 0, 1)7

to = Ja(ﬁ)EQ = _QUu(ﬁ) + 10v(5) = _2(17 0, 0) + (17 0, 1) = (_1’ 0, 1)'

Priklad 3c — vypocet hlavnich ktivosti a hlavnich sméra v bodé
Urcete hlavni kiivosti a hlavni sméry plochy
o(u,v) = [-1+u? —uv —0?, —u+uv, -1 —u—-u?+v+0?], u,v €R
v bodé p =[0,0].
7 Piikladu 3¢ mame
w-(5 ) mw-(7 )
Hlavni kiivosti ur¢ujeme jako feSeni rovnice
det(II- kI) =0,

tedy

Po tupravé dostavame

odkud



Pro prvni hlavni kiivost k1 = 5 feSime soustavu

(I1(P) - x11(P)) t1 = 0,

tedy
-2 1 2 —1\\- -12 6 \-
(7o) 2))n-(3" S)o-e
Odtud
-12a+6b =0,
tedy
b = 2a.
Muzeme zvolit
t1=(1,2).

Pro druhou hlavni kiivost ko = —1 FeSime soustavu

(II(p) - r21(P)) t2 = 0,

tedy
-2 1 2 -1\\- 0 0\-
(7 2)+ (5 F)eelo 5)eo
Odtud
b=0,
a muzeme zvolit
ty = (1,0).

7 Prikladu 3 mame
Ju(ﬁ) = (07 _11 _1)7 O-U(ﬁ) = (07 0> 1)

Proto hlavni sméry v bodé p jsou

t1 = Ja(ﬁ)fl = 10u(5) + 20@(5) = (07 -1, _1) + 2(07 0, 1) = (07 -1, 1)a

to=J,(P)ta=10u(P) +00,(P) = (0, -1, -1).

10



Gaussova a stredni krivost v bodé

Uvazujme parametrickou plochu o : U c R? = R? a bod p = [wo,v0] € U.

Jsou-li k1, k9 hlavni kiivosti plochy v bodé p, pak Gaussova krivost a stredni krivost jsou defi-

novany vztahem
R1 + K9
K= R1Kk2, H = 5 0

Soucasné pro né plati vypoctové vzorce

_detII(p)  eg-f?
~ detI(p) EG-F?’

eG-2fF +gFE

H = 2 o(I(p) ' TI(P) - s

Priklad 2d — vypocet Gaussovy a stiredni kfivosti v bodé

Urcete Gaussovu a stfedni kfivost plochy

o(u,v) = [~u—u?+v, u+u® —v+uv+0?, uru? +uv+0?], u,v €R
v bodé p=[-1,1].
7 Prikladu 2c¢ mame hlavni kiivosti
R1 = —1, Ko = -3.
Proto
_ k1 + K2 -1-3

K =rikg=(-1)(-3)=3, H = =-2.

2 2

Soucasné lze pouzit vypoctové vzorce.
Z Prikladu 2 mame
_ -2 -1 _ 11

e=-2, f=-1, g=-2, E=1, F=1 G=2.

Tedy

Gaussova kfivost: 9 2
g (DD -1 Ao
EG - F? 1-2-12 1

3.

Stredni kiivost:

eG-2fF+gE _(-2)-2-2(-1)-1+(-2)-1 _—4+2-2 _

= = -2.
2(EG - F?) 2(2-1) 2
Priklad 3d — vypocet Gaussovy a stiredni kiivosti v bodé
Urcete Gaussovu a stfedni kiivost plochy
o(u,v) = [-1+u? —uv —v?, —u+uv, -1 -u-u? +v+0?], u,veR

v bodé p = [0,0].

11



Z Prikladu 3¢ mame hlavni kiivosti
K1 =05, Ko = —1.

Proto
K=/€1/€2=5'(—1)=—5, H=—-=

Soucasné lze pouzit vypoctové vzorce.
7 Piikladu 3 mame
_ -2 1 _ 2 -1

e=-2, f=1, g¢g=2,  E=2 F=-1, G=1.

Tedy

Gaussova kiivost:
Ceg-f? (-2)-2-17 -4-1

CEG-F2 2.1-(-1)2 1

Stredni kiivost:

¢G-2fF+gE _(-2)-1-2-1-(-1)+2:2 -2+2+4

== Ea—r) ~ 2(2-1) 2

12



Vypocty pomoci Weingartenovo zobrazeni

e A

Uvazujme parametrickou plochu o : U ¢ R? - R3 a bod P = [ug,v0] € U, p = o(P).
Weingartenovo zobrazeni v bodé p je v bazi {o,(P),0,(P)} reprezentovano matici
W(p)=1(p) ' 1(P).

kde

Hlavnd krivosti k1, ko jsou vlastni ¢isla matice W (P).
Hlavni sméry v lokalnich soufadnicich jsou dény vlastnimi vektory ti,to matice W(Pp).

Odpovidajici sméry na plose jsou

t; =J,(P)ts, i=1,2.

Gaussova a stfedni kfivost jsou dédny vztahy

K1 + K2

K = k1Ko = det W(D), H 5

1

Priiklad 2e — vypocet hlavnich kiivosti, hlavnich smért, Gaussovy, stfedni a normalové
kiivosti

Urcete hlavni kiivosti, hlavni sméry, Gaussovu kfivost, stfedni kiivost a normalovou ktivost plochy
2 2 2 2 2
o(u,v) =[-u—-u”+v, u+u” —v+uv+0v°, u+u” +uv+v7], u,v €R

v bodé p = [-1,1] ve sméru vektoru s lokalnimi soufadnicemi

v=(1,-1).

7 predchozich ptikladid uz mame

®-(y ,) 1e-(7 )

Nejprve uré¢ime Weingartenovo zobrazeni

W(p) =1(p)'TIL(D).
I(p)' = (_21 _11),

W(ﬁ)=(_21 _11)(f :i):(_l?) —01)'

Hlavni kiivosti jsou vlastni ¢isla matice W (p), tedy feSeni rovnice

Protoze

dostdvame

det(W(p) - kE) = 0.

13



Plati
-3-K 0
det( 1 _1_H)—(—3—/<e)(—1—/<a)—0.

Odtud
R1 = —1, K2 = -3.

Pro prvni hlavni kiivost k1 = —1 feSime soustavu
(W(P)-r1E)t1=(W(({P)+E)t; =0,

tedy

Odtud muzeme zvolit

Pro druhou hlavni kiivost ko = —3 feSime soustavu

(W(P) - r2E) t2 = (W(P) + 3E) t2 = 0,

tedy
0 0\-
oo
Odtud
a+2b=0,
a muzeme zvolit
to=(-2,1).

7 Prikladu 2 déle vime, ze

Uu(ﬁ) = (17 0, O): Uv(ﬁ) = (17 0, 1)'

Proto hlavni sméry na plose jsou

t) = Ja(ﬁ)fl = Oau(ﬁ) + 10v(ﬁ) = (17 0, 1)7

to=J,(P)ta=-20,(P) +10,(P) = -2(1, 0, 0) + (1, 0, 1) = (-1, 0, 1).

Gaussova kfivost je
K= K1k = (—1)(—3) =3.

Stiredni kfivost je
K1 + K2 B -1-3
2 2

H =

Normélova kiivost ve sméru v = (1,-1) je

-2 -1\(1
()_VTII(ﬁ)V_(l _1)(—1 —2)(—1) -2
Y ST (1

1

14



Priklad 3e — vypocet hlavnich kiivosti, hlavnich smért, Gaussovy, stfedni a normalové
kiivosti

Urcete hlavni kiivosti, hlavni sméry, Gaussovu kfivost, stfedni kiivost a normalovou kfivost plochy

2 2

o(u,v) = [-1+u? —uw —v?, —u+uv, -1 -u-u? +v+0?], u,v €R

v bodé p = [0,0] ve sméru vektoru s lokalnimi souradnicemi

v=(1,1).
7 predchozich ptikladid uz mame
— 2 -1 _ -2 1

Nejprve uréime Weingartenovo zobrazeni

W(p) =1(p) 'TIL(D).
1) - (1 ;)

wor ()2 )0 Y)

Hlavni kiivosti jsou vlastni ¢isla matice W (p), tedy feseni rovnice

Protoze

dostavame

det(W(p) - #E) = 0.

Plati
-1-k 3
det( 0 5 )—(—1—%)(5—&)—0.

- K

Odtud
K1 =D, Ko =—1.

Pro prvni hlavni kiivost k1 = 5 feSime soustavu

(W(P)-r1E)t; =0,

tedy
-6 3\-
(2 Yoo
Odtud
—6a +3b=0,
a muzeme zvolit
t1=(1,2).

Pro druhou hlavni kiivost k9 = —1 feSime soustavu

(W(P) - r2E) t2 = (W(p) +E) t2 =0,

0 3\-
(0 oo

15

tedy



Odtud
b=0,

a muzeme zvolit
te = (1,0).

7 Prikladu 3 déle vime, ze
Uu(ﬁ) = (07 -1, _1)7 Uv(ﬁ) = (07 0, 1)
Proto hlavni sméry na plose jsou

ty = Ja(ﬁ)fl = 10u(ﬁ) +20v(§) = (07 -1, _1) +2(0a 0, 1) = (07 -1, 1);

ty = Jo(ﬁ)EZ =10u(p) +00,(P) = (0, -1, -1).

Gaussova kfivost je
K= R1k92 = 5- (—1) = -b5.

Stiredni kfivost je
B K1 + K2
2

H

5-1
=—=2.
2
Normélova kiivost ve sméru v = (1,1) je

(v~ YD)V S 1)(_12 ;)(1) )
vii(p)v a 1)(2 —1)(1) 1

-1 1
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