LINEARNI VEKTOROVY PROSTOR

Definice Neprazdnd mnoZina L se nazyva linedarni vektorovy prostor, jestlize plati:
1. Yu,v € L existuje jednoznacné urceny prvek
u+ v € L nazyvany soucet prvki u a v.
2. Yu € L, VA cislo existuje jednoznacné urceny prvek Au € L nazjvany ndsobek
prvku u c¢islem \.
ut+tv=v+u Yu,velL.
(u+v)+w=u+(v+w) Yu,v,weL.
J0e L tak, Ze Yue L plattu+0=04u=u.
Vue L T—wué€L tak, Ze u+ (—u) = (—u) +u=0.
AMu+v) = u+ v Yu,v e L, VX éislo.
A+ a)u=Au+au Yue L, Y\ a dsla.
(Aa)u = ANau) Yu e L, Y\ « éislo.
0. lu=u YueL.
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Véta Necht L je linedrni vektorovy prostor. Potom plati:
1. Nulovy prvek je urcen jednoznacné.
2. Jestlize x +y =z + z, potom y = z.
3. Ke kazdému prvku x € L je opacny prvek urcen jednoznacné.
4. Jestlize v+ y = z, potom x = z + (—y).
5. 0xr =0 VzelLl,
A0=0 VA cislo.
6. (—l)z=—2 Vrel.
7. Jestlize Ax = 0, potom bud X = 0 nebo x = 0.

Definice Necht L je linearni vektorovy prostor , necht vy, vy, ..., v, € L, necht A1, \a, ..., A\,
jsou cisla. Prvek A\vi + Avs + -+ + A\, € L se nazyvd linearni kombinace proki
V1, Vg, ..., Up S koeficienty A1, Mg, ..., \,,. Linedrni kombinace \jvy + Aqvs + - - - A\yv,, Se nazyva
netrivialni, jestlize existuje i € {1,2,...,n} takové, Ze \; # 0. Linedrni kombinace \jv; +
AU + « - A\yu, Se mazyvd trivialni, jestlize \; = 0 pro kazdé i =1,2,...,n.

Proky vy, vg, ..., v, se nazyvaji linearné nezavislé, jestlize kazdd jejich netrivialni linedrni
kombinace je nenulovy prvek. Prvky vy, vs,...,v, se nazyvaji linearné zavislé, jestlize
nejsou linedrne nezdvislé, t.j. jestlize existuje jejich netrivialni linedrni kombinace, kterd
se rovnd nulovému prvku.

Véta Necht L je linedrni vektorovy prostor, necht vy, vs,...,v, € L jsou prvky tohoto
prostoru. Tyto prvky jsou linedrné zdvisle prave tehdy, kdyZ alesporn jeden z mich se dad
vyjadrit jako linedrni kombinace ostatnich.

Kazda podmnozina linedrné nezavislé mnoziny je opé€t linearné nezavisla.



Definice Rekneme, Ze neprdzdnd podmnozina L' linedrniho vektorového prostoru L je
podprostor prostoru L, jestlize plati:

r+ye Ll Vr,yelLl,

Ax € L NVxe L', VA cislo.

Véta Jestlize M = {uy,us, ..., u,} je podmnoZina linedrniho vektorového prostoru L, po-
tom mnoZina vsech linedrnich kombinaci proki uq,us, ..., u, Se nazyvd linedrni obal mno-
Ziny M a znact (M) = {\ug + Mg + -+ - + Ay 0 A1, Mg, ..oy Ay Cisla}

Pro kazdou neprazdnou kone¢nou mnozinu M C £ je (M) podprostor prostoru L.

Definice Rikdme, Ze mnoZina M generuje linedrni vektorovy prostor L (je mnoZinou
generdtort, je generujici mnozinou), jestlize L = (M), t.j. kaZdy prvek prostoru L lze psat
jako linedrni kombinaci prvkid mnoZiny M.

Ezistuje-li konecnd generujici mnoZina M prostoru L, Tikdme, Ze prostor L je konecné
generovany.

Definice Necht L je konecné generovany linedrni vektorovy prostor. Linedarné nezdvisld,
generugici mnozina prostoru L se nazyvd baze prostoru L.

Véta V kaZdém nenulovém, konecné generovaném linedrnim vektorovém prostoru existuje
bdze.

Véta (Steinitz)

Necht L je nenulovy linedrni vektorovy prostor, necht M = {g1,92, ..., gm} je mnoZina
generdtori prostoru L, necht N = {by,by,...,b,} je mnoZina linedrné nezdvisljch proki
prostoru L. Potom n < m a néekterych n prvki mnoZiny M lze nahradit proky mnoZiny N
tak, Ze vznikld mnoZina opét generuje prostor L.

Dusledky

1. Jestlize mnozina {¢1, go, ..., g } generuje prostor L, pak kazda linedrné nezavisla mno-
Zina v £ ma maximalné m prvki.

2. Kazdou linearné nezavislou mnozinu v prostoru £ 1ze doplnit do baze prostoru L.

3. Kazdé dvé baze nenulového, konec¢né generovaného linearniho vektorového prostoru
maji stejny pocet prvkii.

Definice Pocet prvki baze konecné generovanéeho linedrniho vektorového prostoru se na-
zyva dimenze prostoru L a znaci dim L.



4. Necht g1, go, ..., g je n linearné nezavislych prvki linedrniho vektorového prostoru L,
necht dim £ = n. Potom gy, ¢, ..., g, je baze prostoru L.

Véta Kazdy prvek linedrniho vektorového prostoru L lze jednoznacné vyjadrit jako line-
arni kombinact prvku bdze.

Definice Necht L je nenulovy, konecné generovany linedrni vektorovy prostor, mecht
b1, ba, ..., b, je bdze prostoru L. Je-lv x € L libovolny prvek, potom jednoznacné urcené
koeficienty A1, Ao, ..., A\, v linedrni kombinaci x = A1by 4+ Aaby + - - - + \,b, budeme nazyvat
soufadnice proku x v bdzi by, by, ..., b,. Piseme T = [\, Aa, ..., AT



HODNOST MATICE

Definice Necht A = [a;;]| je matice typu m/n. MnoZina vSech linedrnich kombinact adki
(resp. sloupcii) matice A je linedrni vektorovy prostor, ktery nazjvame Ffadkovy (resp.
sloupcovy) prostor matice A.

Dimenze tadkového (resp. sloupcového) prostoru matice A se nazyva Fadkova (resp.
sloupcova) hodnost matice A a znaci h"(A) (resp. h*(A).

Véta Pro kaZdou matici A plati h"(A) = h*(A).

Definice Hodnost matice A se rovnd tadkové nebo sloupcové hodnosti matice A.
Piseme h(A) = h"(A) = h*(A).

Definice Rekneme, Ze matice A je ve stupniovitém tvaru, jestlize plati:
je-li v nekterem radku i-ty prvek proni nenulovy, potom ve vsech dalsich radkdch jsou
vsechny prvky od 1. aZ do i-tého vcetne rovny 0.

Matici lze pomoci fadkovych elementarnich tiprav prevést na matici ve stupniovitém tvaru.
Véta Hodnost matice ve stupnovitém tvaru je rovna poctu nenulovych radki matice.
Véta Elementdrni radkové upravy matice neméni hodnost matice.

Definice Necht A je matice typu m/n. Pro libovolné r < min{m,n}, pro libovolnou volbu
1<k <k< ---<k<mal<l<l<- <l <n budeme determinant matice
A(ky, ko, ..y by /Uy, 1o, .. 1) nazgvat minor Fadu r.

Vé&ta Necht A je matice typu m/n. Rddkovd hodnost matice A je rovna k prdvé tehdy,
kdyz existuje nenulovy minor tadu k a vSechny minory vyssich radi jsou rovny nule.

Dusledek Pro libovolnou matici A je h"(A) = h"(A7T), a tim také h"(A) = h*(A).

Dusledek Jestlize A je ¢tvercovd matice fadu n, potom h(A) = n pravé tehdy, kdyz
det A # 0.

Definice Ctvercovd matice se nazjvd regularni, jestlize se jeji hodnost rovnd vddu ma-
tice. Ctvercovd matice se nazyvd singularni, jestlize se jeji hodnost nerovnd vddu matice.

Regulérni matici lze pomoci fadkovych elementarnich tprav prevést na matici jednotko-
vou. Regularni matici 1ze pomoci sloupcovych elementarnich uprav pfevést na jednotkovou
matici.

Definice Matice, kterd vznikne z jednotkové matice provedenim jedné tdadkové (resp.
sloupcové) elementdrni upravy, se nazyvd fadkova (resp. sloupcova) elementarni ma-
tice.



Provadét radkovou elementarni tpravu matice je totéz jako nasobit matici zleva vhodnou
radkovou elementarni matici. Totéz plati pro sloupcové elementarni tpravy a néasobeni
zprava vhodnou sloupcovou elementarni matici.

Poznamka Necht A je ¢étvercova matice fadu n, necht T je fadkové elementarni matice
fadu n. Potom det TA =detT - det A.

Véta Necht ezistuje soucin AB matic A, B. Potom h(AB) < min{h(A),h(B)}.



INVERZNI MATICE

Definice Jestlize A je ctvercovd matice vddu n, potom ctvercovd matice A~! vddu n se
nazjvd inverzni matice k matici A, jestlize AA™' = A1A =1

Véta Ke ctvercové matici existuje nejvyse jedna inverzni matice.

Véta Necht A je ctvercovd matice vddu n. Potom k matici A existuje inverzni matice
AL prdvé tehdy, kdyz matice A je requldrni.
Uziti
Jestlize A je regularni matice, potom ty fadkové elementarni apravy, které prevedou matici
A na matici jednotkovou, ty stejné fadkové elementarni upravy prevedou matici jednotko-
vou na matici AL

Zapiseme-li vedle sebe matici A a jednotkovou matici I, a budeme-li provadét na obé

matice stejné fadkové elementarni upravy tak dlouho, az z matice A vznikne matice jed-
notkové, potom z jednotkové matice I musime ziskat matici A~!. Symbolicky zapséno

A ~ -~ [TJAT]

Dusledek Ke kazdé elementarni matici existuje inverzni matice a je to opét elementarni
matice.

Nyni lze dokazat vétu:
Véta Necht A, B jsou matice 7ddu n. Potom

det AB = det A - det B.

Definice Ke ¢tvercové matici A vddu n se matice A2, kterou vytvorime tim, Ze transpo-
nované skladame algebraicke dopliky matice A, nazyvd matice adjungovana k matici A.

A A o Am
AA— Ay A Ana
Aln AQn e Arm
~ ) . . v, . . —1 1 A
Véta Je-li ctvercovd matice A radu n requldrni, potom A= = A

det AT



LINEARNI ZOBRAZENI

Definice Necht U, V jsou linedrni vektorové prostory, necht L:U—Y je zobrazeni z
mnoziny U do mnoziny V. Zobrazeni L se nazyvd linearni, jestlize pro kazdé x,y € U a

pro kazde cislo \ plati:
L(z +y) = L(z) + L(y),
L(A\z) = AL(z).

Poznamka Pro kazdé lineérni zobrazeni L: U/ —V plati L(0) = 0.

Definice Necht U, V jsou linedrni vektorové prostory, necht L:U—YV je linedrni zob-
razeni. MnoZina vsech prvku prostoru U, které se zobrazi do prvku 0, se nazyvd jadro
zobrazeni L a znaci KerL. KerL = {z € U : L(x) = 0}.

MnoZina obrazi vsech prvki prostoru U se mazyvd obraz zobrazeni L a znaci ImL.
ImL ={yeV:3z el L(x) =y}.

Véta NechtU, V jsou linedrni vektorové prostory, L:U—V je linedrni zobrazeni. Potom
KerL je podprostor prostoru U, ImL je podprostor prostoru V a plati

dim(KerL) + dim(ImL) = dim /.

Definice Necht U, V jsou linedrni vektorové prostory, necht L:U—YV je linedrni zob-
razeni. Zobrazeni L se nazyvd izomorfismus, je-li prosté a na prostor, t.j. pro kazZdé
x,y € U, © # y je L(z) # L(y) a pro kazdé y € V existuje x € U tak, Ze L(z) = y.
Prostory U, V se nazyvaji izomorfni, jestlize existuje izomorfismus L:U—V.

Véta Necht L:U—V je linedrni zobrazeni. Potom zobrazeni L je izomorfismus prdvé
tehdy, kdyz KerL =0 a ImL =Y.

Véta Jestlize L:U—YV je izomorfismus, potom existuje inverzni zobrazeni L=V —U,
které je také izomorfismus.

Véta Jestlize L:U—V je izomorfismus, potom prvky xy,Ts,...,xx € U jsou linedrné
zdvislé pravé tehdy, kdyz proky L(zy), L(xs), ..., L(xg) € V jsou také linedrné zdvislé.

Véta Prostory U, V jsou izomorfni pravé tehdy, kdyZ dimU = dim V.

Jestlize U je linearni vektorovy prostor, dimif = k, zvolme uy, us, ..., ux, bazi prostoru U.
Pro kazdy prvek z € U je x = \uy + Agtg ++ - + Apug. T = [A1, Mg, ..., Ag]T jsou soufadnice
prvku x v bazi uq,us, ..., ug. Definujme zobrazeni L:U{—R,, pfedpisem L(z) = Z. Toto
zobrazeni je izomorfismus, ktery se nazyva souradnicovy izomorfismus.



Matice linearniho zobrazeni

Necht L:U/—V je linearni zobrazeni. Bud wu,us, ..., u; béaze prostoru U, dimU = k,
U1, Vg, ..., U, baze prostoru V, dim ¥V = n. Pro libovolny prvek x € U jey = L(z), kde y € V.
Vyjaditme & = A\jug + Aoty + -+ + Mg, T = [A1, g, ooy Me]T 4 = v + 1002 + - - + 00,
?j = [7717 M25 - nn]T

Yy = L(:E)/\: L(/\lu/1\+ Aoty + - - i)\kuk) = >\1L(u1) + )\QL(UQ) + - +/)\\/€L(uk)

7 = ML(up)+ o L(ug)+- - -+ A L(ug). Oznaéme prokazdé i = 1, ...,k L(w;) = [aqq, @iy vy Qi
kde L(uz) = (V1;U1 + QiU + =+ + + QpiUny.

T a1 a2 g 011 Q2 - Oag A1
2 %51 Q22 Qg Og1 Qg2 -+ Qg A2
=\ ) + Ao . +oo 4 M . = . . ) =
Mn (07951 Op2 Onk Op1 Op2 - Opk )\k
Az,

Matice A se nazyvd matice linearniho zobrazeni L v bazich uq, us, ..., u; prostoru U a
V1, Vg, ..., Uy Prostoru V. -

A = [ L(ui) L(u2) --- L(ug) }, Az =7y, prokazdé zelU, L(z)=y.

Véta Necht U, V jsou linedrni vektorové prostory koneéné dimenze, necht L:U—V je
linedrni zobrazent, necht uy, us, ..., uy je bdze prostoruld, tedy dimU = k, necht vy, va, ..., vy,
je baze prostoru V, tedy dimV = n. Utvorme pravé popsangm zpisobem matici linedrniho

zobrazeni A typu n/k, t.j. A = [ L(u;) L(ug) -+ L(uy) } Potom pro kazde v € U
takové, Ze L(x) =y, je AT = 7.

Véta NechtU, V jsou linedrni vektorové prostory, necht L:U—YV je linedrni zobrazend.
Jestlize baze prostoru U je uy,us, ..., ur, bdze prostoru V je vy, vs,...,v, a A je matice
linedrniho zobrazeni L v téchto bazich, potom dim(ImL) = h(A).

Dusledek Necht U, V jsou linearni vektorové prostory konecné dimenze, necht L: U/ —V
je izomorfismus. Je-li A matice izomorfismu L v danjch bazich, potom matice A je regu-
larni.

Véta Necht Li:U—YV, Ly: V—W jsou linedrni zobrazeni. Jestlize A je matice linedr-
ntho zobrazeni Ly a B je matice linedrniho zobrazeni Ly v danych bdzich, potom sloZené
zobrazeni L: U—W dané predpisem L(z) = Lo(Ly(2)) pro kazdé x € U je opét linedrni a
matice sloZeného zobrazeni L v dangch bdzich je C = BA.

Nyni lze dokazat vétu:
Véta Necht A, B jsou matice takové, Ze existuje soucin AB. Potom
h(AB) < min{h(A),h(B)}.

Dusledek Nechf U/, V jsou linearni vektorové prostory konecné dimenze, necht L: U/ —V
je izomorfismus. Je-li uy, us, ..., u, baze prostoru U, vy, v, ..., v, baze prostoru V a A matice
izomorfismu L v danych bazich, potom inverzni zobrazeni L~!: V—U m4 v téchto bazich
matici AL



Matice prechodu

Jestlize fi, fa, ..., fn je baze prostoru U a ¢1,¢s, ..., g, je také baze prostoru U, pak pro
libovolny prvek x € U 1ze napsat jeho souradnice v obou bazich.
x:)\lf1+)\2f2++)‘nfn7 T = [Al,AQ,...,/\n]T

T =g+ g+ A gny T = [0, ]

Bud L:U/—U identické zobrazeni, L(x) = x pro kazdé x € Y. Ozna¢me T matici tohoto
linedrniho zobrazeni, v béazi g1, g2, ..., gn a v bazi fi, fa, ..., f, prostoru U.

T= [ L(g1) L(g2) --- L(gn) } = {gfﬁ 92 On },

nebot L(x) = z pro kazdé x € U. Pro kazdé z € U plati TZ = L/(E) = 7 a matice T je
regularni. Takto vytvorena matice T se nazyva matice prfechodu od baze fi, fo, ..., fn k
bézi g1, go, ..., g prostoru U.

Véta Necht U je linedrni vektorovy prostor dimenze m, necht fi, fao,..., fn, 91,92, s Gn
jsou dvé baze prostoru U. Pro libovolny prvek x € U oznacme T soutadnice prvku x v bdzi
f1, fay ooy fro @ T soutadnice prvku x v bdzi g1, 9o, ..., gn. Oznacime-li T matici prechodu od
baze fi, fa, ..., fn k bdzi g1, 9o, ..., gn, potom plati:

1. T je regularni matice,

2. Tz =2 pro kazdé x € U,

3. Tt je matice prechodu od bdze gy, ga, ..., gn k bdzi f1, fo, ..., fn,

4. T2 = pro kazdé x € U.



