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MATEMATICKA ANALYZA I

1. Z8kladni matemstické pojmy.

1.1, MnoZiny 2 operace s nimi.J

Mrofine - soubor navzdjem riznych objekti, které maji
R S —
zpravidle Jistou spoleénou vlestnost.
Znefeni: A, B, H,ﬂ . r s Velkd piumana;
prvky mno%finy x, y, a, b ... malé pismens ;
x €4 (x Jje prvkem mnoZiny A ), z€&€B ( z neni prvkem
mnofiny B ).

P¥iklad.
A "{B”l' By eeey ’n} e+ mnoZina urdend vyStem prvkd
B m f: € M: V(x) ]’ «++ mnoZina v8ech prvkd z M , které
- maji vlastnost V(x)
C ={IE [K: x° £ 1} »++ MnoZina vBeck prvkd z R , pro které
- i
plati x* = 1

PodmnoZina: AC B &> x ¢ A = x€B (inkluze) .,
lwm
Slovy: "KaZdy prvek mnoZiny A je prvkem mnoZiny B ",

Prézdné mno¥fina @ - mnoZfina, kterd neobsahuje %ddny prvek,
tje vidy platf: @gc A pro llhnvnlnuu mnoZinuA ,

AZ B : existuje xeA -hhv?,tz XxgB

Piikled.

{1 : R: x° + 1 = D} »++ prézdné mnoZina . Ve

Rovnost mnoZin: A =B ... mnoZiny A, B se sklédaj{
£ tychZ prvkd;
A=B &) AcB a Bca .
Ciselné mnoZiny: R ... obor ~reédlnych &isel (R =
(-e0,+00)) ,
Q ... obor racionélnich &isel

N ... obor FpPirozenyeh &iasel p
& i obor celych &isel,
cC ... obor komplexnich Zisel .




Q_p:race a mnoZinami:

SJjednoceni: LUE={I: X € A v IEE}’

Frinik: ﬁn!=fI:IEA A x‘EE};

MnoZiny X a Y jsou disjunktni, je-=li Xn Y =@ .
P e T

Rozdi{l: ﬂ-E={I:IEA A Ic‘B}_

H“I"-‘H'.-_

Doplnék mnoZiny A ¢ E do mnoZiny E: Ap = £ -4 .,

FPriklad.
IEAE(-'-?IEEH.I#A.

Plat{: AvB=Buld ,AnB=BnA , AuA=A, AnA=4A .
n
Dal3{ oznaleni: U A = A, v AE U ees VA oo, s jednoceni

= kone¥ného souboru (systému) mnoZin ,

o
U Sk .+« 8jednoceni nekoneéného souboru
k=1

= (systému) mnoZin.
x i.EISk &» 3J(elespon jedno) k € N: x € S_ .

n
NB =B, aB n...nB ... prinik kone&ného pol&tu mno-

= %in ,
oD
NP =P A F,Nn PN ... ... prinik nekoneného poltu

2 3
k=1 - mnoZin .
:eﬂptm VkeN: x e P .

Kertézsky soulin mnoZin A, B : A x B = {(a,b}: a€A, be E}
B T A i e i
... mno%ina uspofddanych dvojic prvki =a € A , be B .

2

Specidln: AxA = A% ; Ax Ax A=Ad , ... etd.

R2=Euﬂ .
Kartégsky soulin neni komutetivni: A x B # Bx A , pokud
. A#¥®,B#¢% a AFB.

1.2. Logické symboly. Vyroky.

V ... virok je sdéleni, u né&hoZ mé smysl hovo#it o pravdivosti
i nepravdivosti, pF¥idemZ plati prdvé jedna moZnoet.

Negace vyroku V : V', V, nonV, 71V :
e P g i —
V je pravdivy prévé tehdy, kdyZ V Jje nepravdivy.



Prikled.

V: xeh,negace? x € A .
sloZeny vyrok (napf. x € A A X & E}

Konjunkce: ’f1,~. ‘Fz 2

Diu,junkca: ?1"" ‘-’2 .
Implikace: ?1=‘J‘J2 .

o o T T

Ekvivalence :?1 ¢=??2 -

e T e e

slofeny vyrok |,

slojeny vyrok (napf. x € A >x e B ),

Y 5

slofeny vyrok: "V, prdvé tehdy,

|

Y Lf
kdyz ‘JE" :
y tehdy a Jen tehdy,
kdy 2 'I T

Priklad. Vytvorle nove " vyroky pomoer” logick. ek nper-u

L'}
v

1
2

Kvantifikované vfrng

pany trojuihelnik je pravouhly.
V daném trojihelniku plati Pythagosove véta.

1, V X & M: ?{I)
pro kaZdf prvek x € M plati V(x) ;:atﬂ:f prvek x € M

mé vlastnoat V(x)).

Priklad.

i
!

(
\

VxeN: x>0 "kaidé pfirozené ¥islo {x Jje kladné"

| - pravdivy vyrok ,
V xe Q: x< 5 "kafdd raciondlni Eialnl:'m mend3i neZ 5"

- nepravdivy vyrok .,

- Ix e M: V(x)
existuje prvek x € M s vlastnosti ?(:\ .

Pfiklad.
dxe N: x>0

JxeQ: x<5
2

.+« pravdivy;
.+« pravdivy,;

3x€R: X+ 1 =0 ... nepravdivy.

3 31 xe M: V(x)

existuje prévé jeden prvek x € N 81

Negace: Vx e M: V(x)

3 xe M: V(x)

Ixe M: V(x) ;
Vxe M: V(x) .

\

1

%

|
estnosti V(x).

s g

S



e,

SloZené kvantifikované vyroky: V:r. € Mdye N: V(x,y) .

Priklad.
Vxe RIye N: y> x (Archiméddv prineip).

1.3. Zobrazeni mnoZin.

Definice 1.1. Mé&jme dény neprézdné mnoZiny X, Y néjakych
prvkl @ mnoZ2inu Dc X . JestliZe ka%dému x & D je pfifezen
prévé jeden prvek 3y € Y predpisem (pravidlem) f, Fikéme
tomuto pfirazeni zobragzeni - mnofiny D do mno¥iny Y,

- z mnoZiny X do mnoZiny Y,

a gnadime:
Iz B ey X DcX;

f: x>y, x¢D; rizné zplsoby zépisu zobraze-

ysf(x) , ¢ D; ni £ .

(x,y)€ £, xeD,ye€Y);
Prvek x ¢ D nazyvéme: vzor, argument, originél, {neiﬁ_ria]f}

proménnd.

Frvek y € Y nezfvéme: obraz, hodnota, zérisle proménnéd e znsa-
time f(x): hodnota zobrazeni v argumentu x .

Defini&ni{ obor zobrezeni f : D= D(f)
ees MNoZina viech vzord.
Obor hodnot zobrazeni f : H(f) c ¥ nebo f£(D)= H(L)
e a8 I.’ﬂﬂiinl ?ﬁﬂﬂﬂ I}hrﬂlﬁ¢
X Y
- \ e F y
Fl( X Y
D(f) H(f)
- X :?"-1
H >

Vady plats o4 yo yif6) =ty =2 %% 5 .

neni iﬂE‘P"ﬂlEﬂl



Poznémke. V rdznych situacich pouZivéme pro ' >brazeni
riznych nézvld: funkce, posloupnost, operétor, funkeio-
nél, transformace, korespondence.

Poznédmka. Zobrazeni f: X—Y , x e Dc X , v ném?
Y< X, resp. H(f) < X se nazyvé transformeci mnoZiny
e B R il T T N

D v mnoZiné X .

Definice 1.2. Zobrazeni f se nazyvé surjektivni (surjek-
ce), je=li H(f) =Y (zobrazeni "na").

X

Surjekce X na Y : Vye Ydxe X: £(x) =

Definice 1.3. Zobrazen{ f se nazyvé injektiwni (injekce,
-l'"'h-u----._.-...-.,,

prosté), jestliZe pro ka¥dé dva vzory x, ¥ x, je f£(x,) ¥

# f(x,) (tj. kdy% plat{: ¥ x, = ﬂx ) # f£(x,)).

Y= H{f)

@:;—(f)

e
H(
I}féﬁ { f {rurjth! Df; na I

Prufe vobrazen’ z X na Y

IHJ!&II!'E 1.X na Y

surjekee .D(‘ﬁ} ha H({) - p(l)
!'er'ei{:e 2 X do Y s I'-{
prosle 2o0brazen”z X do Y ) 13 ( -

Y= H(f)

in nikft X naVY a surdrgku
XnaV




Y&ta 1.1. Je-1li zobrazeni f: X—Y injektivni na H(f) ,
tj. pro kaidé dva x, 7 Xy g Xy X, € D(L) , Je f{x.I} #
#_11'{12} ; potom na mnoZiné H(f) existuje zobrazeni

f : H(f)=>D(f) , které ka¥dému y = f(x) € H(f) piite-
zuje prévé to x € D(f) , kterému je zobrezenim f pFi-
fagena hodnotes f(x) = y . Zobrazeni f'“l se nazyvé inverz-
nim zobrazenim k zobrazeni I .

Pfiklad. |

Je-li f injektivni do T , tj. prosté z X ——>Y , potom
obecné ne celé mnoZiné Y definovet inverzni zobrazeni
nelge! Pouze kdyZ f Je injekce na Y !

P¥{klad.
y=8inx ; D =<D,r>; zobrageni do ('D.+ oo ) jJe injekce.

Inverzni zobrazeni na celém {G,'l' &= ) definovéno neni!

Definice 1.4. Zobrazeni f se nazyvé bijektivni (vzéjemné
jednoznedné), je-li injektivnim (prostym) zcbrazenim mnoZi-

a mnoZinu: ' A
Vo T H.: A Xrx, = fE)F ()
sur jekce A injekce = bijekce L"'jhs‘l"' IxeX: ffxlfy,
2 —
P¥iklad. f: xx & y=x

pro D(f) =<1,2> :
injekce <1,2> do <0,+ *)
sur jekce {1,2> na (1,4
pro D(f) =< =-1,1
sur jekce (-1,1> na <0,1>
neni injektiwvni

Zobrezeni f: y = x° :

D(f) = { 1,2 > ' N '

H(f) = < 1,49 bijektivni,
je prosté & jJe
zobrazenim "na".
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Foznémka. V metematické analyze studujeme pievé’ 1& rizné
LYpy sobrazeni!

[1.4. Spofetné a nespodetné mnniiny.]

Definice 1.5. MnoZiny A, B se nazyve ji ekvivelentn{ (zna-
Cime A~ B ), jestliZe existuje bijektivni (vzéjemnd Jedno=-
znecné) zobrazeni f tekové, 3e f: A—>B . Rikdme také, Ze

mnoZiny A, B maji stejnou mohutnost a piSeme

m(A) = m(B) nebo |4] = [B] .

Priklad.

Méjme obor piirozenych &isel H’=*{1,2,3,...} a8 mnoZinu
celych &1isel Z = {D,I y=132,=2500s } . Existuje (lze je se=-
etrojit) zobrazeni £ , které lichym &islim z N pFifadi

kladné celé ¢isla a sudym &isltm z WO Efitedl zdpornéd Eis-
la & nulu takto:

Y 1

0 o, ,
f>.< i Dby £(n):

1

1

=

I

2

L -

4€““”::hd=:::::~2 I/;Eil » 0 liché ;
e e

6 - \2"!:l n sudé

- 2 !

|

e

Toto zobrazeni je bijektivni (v2é jemné jednoznaln& zobrazu-
Je mnoZinu N ne mnoZinu Z=> m(N) =m(2)) .

Priklad.
MnoZiny <0,1>c R, {0,2) ¢ R maj{ stejnou mohutnost =
= Jsou ekvivelentni, nebof napf. zobrazen{ #f: y = 2x ,

xe<0,1> ,ye<0,2) zobrazuje tyto intervaly vzéjemnéd
Jednoznadéné ne sebe.
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Definice 1.6. Oznelime N = {1,2,000,0=1,0} ; D@ ) = n .
MnoZina A ee nazyvéd konelnéd, je-li Lf*fﬂh , tj. m(A) = n .
fifkéme, ¢ A mé& n prvkd; pro A= @ klademe m(A)=0.
Mno%ine B s8e nazyvé spofetné, Je-l1 B~N .

MnoZine C se nezyvé nespofetnéd, neni-li ani koneé&né ani spo-
tetnd, tj. C ~ N C » N , tj. je nekoneneé e neni spo-

n ¥
Cetné.
Foznamka.
Konedna mno%ina me tu vliastnost, Ze jeji vlastni podmnoZine
nemaqg’ ste jnou mohutnost.

Nekonelné mnoZiny tuto vlastnost nemeji. Vlastni podmnoZina
nekoneéné mnoZiny miZe mit stejnou mohutnost.

Definice 1.7. Zobrazeni f: N—B , N = D(f) , (B Je mnoZi-
ne néjakych prvkd - napf. &isel, bodl, vektord atd.) se nazj-
vé posloupnosti(prvkd z B).

Zépis tohoto zobrszeni:
1. v¥pisem piifaszenych prvkd = obrazd
ihl‘.hg’bjji--,hnllti] EH[f} ;

3, {hn} nebo {bn = :

n=1
- - Y.
3. f:nl»db, nebo b = f(n) , nep¥. b = =07 ;

4. obraz b = se vy j4d#{ pomoci piedchédze jicich obragl: re-
kurentné.

e e e

Obraz b pfirozeného &isla n se naezyvéd n-ty ¢len posloup-

A i W

nosti.

il i

Véta 1.2. KaZdé nekonedné podmnoZina E spoCetné mnoZiny
B je spoletnd mnoZina, tj. plati impliksce

B~N,
Ec B, = E~N

E'ﬁ'ﬂn pro %4dné n € N




w X

Dikaz. Fodle predpokladu je B spoletnéd mno%i - a, tj.
B~N ., Existuje froto bijekce (vzéjemné jednoz.afné zobra-
zeni) f: N-—>B , kterd keZldému n € N priradi prdvé jedno
b € B :

"B = fbl,z,bB,h4,b5,h o t:.E,...J,

E Je nekonelné podmnoZine B (nsp¥. ozn. podtrienim).

Necht n, Jje nejmenSi prirozené ¥islo takové, Ze b € E .
1

Necht” n, > n, Jje nejmen3{ takové pfirozené &islo, Ze

hnEE E,... atd. Tekle & ={bn1,bn2,... 7= {bnk} . Zobra-
zeni g: k=»b , ke N je bijektivni (vzédjemné jednoznaedné)

S E~N (t]. kg je spotetnéd mnoZine).

Véta 1.3. Necht {‘n} Je spoletny ‘Eystém (posloupnost) spo-
¢etnych mnoZin. Potom mnoZina S = U Ak je spodetnéd,

Jinymi slovy: i

Je-1i AHNH pro keZdé n € N = UA MN .
k=1

Dikaz. Prvky spodéetnych mnoZin ‘ﬁn Jsou "oéislovény" tekto:

A1 : El Eé E‘ 1 E; e w

A, : 51/2/3/" E?.; 2 S Jje sjednoceni
fﬁ ;ﬁ . v3ech zde uvede-

13 3 I? ag ag’ ai ag .us nych prvkd,
4/"‘/" 4 ik obecné &inaj Q.

ﬂ# 3 E] 52 53 54 35 sen

Definujeme bijekci f: N-*S (ofislovéni prvkd mnoZiny S )
pomoci 3ipek. Sestavime posloupnost podle Zipek

1 2 1 2 1 4
{E': 8,y 85, E?! 85, Eai By oo } ’

pfitom vynechévéme ty prvky, které se pfipadné vyskytly u¥
df{ive ( S je sjednoceni). Proto S je (nekoneénéd) podmno-
Zina spoletné mnoZiny (prvky jsou ofislovény, ale n&které



e
mohou byt vynechény). Fodle véty 1.2 je S5 spoletné mnoZi-
na.

Disledek 1. Sjednoceni konedného systému spoletnych mnoZin
je spoletnéd mnoZina.

Disledek 2. Sjednoceni spoletného systému koneénych mnoZin
r v
je spoletné mnoZine nebo konedna mnozina,

Disledek 3. MnoZina uspofédanych dvojic (trojiec) pfiroze-
nych &isel, tj. mnofine N x N (NxNxN) , je spocetné
mnoZina (plyne z ddisledku 1).

Disledek 4. MnoZine reciondlnich &isel je spoletnd: Q ~ N
(plyne z disledku 3, neboet re Q<= r = ql y PG Z,q_&wjf

Definice 1.8. Nekonelnym desetinnym rozvojem nazyvame vyTaz

a= 8, 8 8 B83... ,

kde a, je libovolné cele’ ¢islo & kaZdé 8, { i
= 1,2,3,...) je jedne z &islic C,1,2,...,8,9 .
Jestli?e od urditého mista polinsje, jeou v desetinném rozvo-
ji samé nuly, potom hovofime o konelném desetinném rozvoji

e T N

52 53 eos B 000 Q... nebo

B B Hoenly 9

BU’ 51

Véta 1.4. MnoZine v3ech nekonelnych desetinnych rozvoja jJe
nespoletnéd (tj. neni ani koneéné ani spoletnéd).
e

Dikaz .sporem. PPedpoklédejme, Ze mnoZina v3ech nekoneénych
desetinnych rozveji je spodetnéd a oznalme ji

F s o s g won J &



=Yl

TakZe:
1
x, = afl), ol o1 oD
i ole) (2) (2) (2)
IE o E.D ] E1 EE E3 - e w .|'
_ . {3) (3) (3) (3)
I3 - EG ] E..I EE 33 [ B !’

Vybereme desetinny rozvoj x = bﬂ, b1 bE b3 s takto:

by libovolné, b, ¥ 351}, b, # Eéz}, by z a§3}, ... atd.

0
Odtud plyne, Ze x nepat#i do posloupnosti {:1, X5y Xq, ...],
tj. predpoklad, Ze v3echny desetinné rozvoje lze setadit do

posloupnosti, je nepravdivy, coZ je spor & nad3im pfedpokladem.

1.5. Redlnd Zisla.

Definice 1.0. Hikﬁme, Ze keZdy nekoneény desetinny TOoZVOo]
reprezentuje reélné &islo.
JestliZe se ve vy jéddfent

X =8, 8 8 8; ...8 8. 8.

(znaky "+", "-" déle
vynechédvéme )

od néjakého indexu &leny nebo skupiny &lenld opekuji, #{kéme,
¢ x Jje periodicky desetinny Trozvoj.

Definice 1.10. , :
Koneény nebo periodicky desetinny rozvoj urduje racionélni

&islo. Nekone&ny neperiodicky desetinny rozvoj urduje iracio-
nédlni &islo.

Pfiklad.
I=T=3,I41592ﬁ'-tr F
X4 3,1415 4-mistnd desetinni sproximace-dolni
T,= 3,1416 = 3,1415 + 1074, - i »fe  =horgd

Definice 1.11. Reélné Cislo x = a,, 8, &, 8y ... Je vEtE{
neZ redlné Cislo y = bD, b, b, h3 ves , znalime

X2Y



Y S

JestliZe existuje index n takovy, Ze X > ?n .
Priklad.

x = 2,363636...
EI.iEt-u,jE n=6: 16 2 2,363536 p} xE > :};

2,363635...

e
n

Tg = 2,363635, -
gy x>y .
Friklad.
x = 2,363999... ’ y = 2,364000... '
£1= 213 y 3'-1= 2:‘ !
-J-‘-E= 21-35 ] ?—2= 213? ]
Xq= 2,363 : Er"3= 2,364 , » vidy x_< }.n b/n
545 213539 3 F‘= 2,3540;
.55= 2‘36399 . Tﬁz 2’35.‘{}:};
_II—1= 2'4 ’ 11= 2.3 I
%,= 2,37 ,  ¥o® 2,36
T,= 2,364 y ¥3= 2,364, y viay T, 2y ¥ .
X,= 2,364 y  F4= 2,3640,

Neexistuje n takc.n.'é.. -pi-f:; i:tlei-é by platilo x 2 ?n (nebo
b En], £ty 2=y 1
Uvedenou definici 1.11 je v oboru redlnych &isel zeveden

vztah nerovnosti. Rikéme, ¢ R je uspofddsné mno%ina.
e sy iy e P s iy

Disledek. Pro libovolné a € R je a == = 'ETn ; pro dvé

reélné éisla x,y€ R plat{ x =y , jestli¥e neplet{ ani
Jeden ze vztahl x>y , x< y .

i

VEta 1.5. MnoZine reédlnych &isel je nespodetné. MnoZine irs-
cionélnich &isel je nespodetné,




._]_E._
Dikaz. Disledek veéty 1.4.

Véte 1.6. Existuje vzédjemné jednoznalné (bijektivni) zobra-
zen{ oboru redlnych &isel & bodl pfimky. Pfimka, na niZ Je
toto zobrazeni definovéno, se nazyvé redlné osa.

(Froto terminy "&islo x", "bod x ne reédlné ose" majl stejny
vyznam).

Disledkem v&ty 1.6 Jje tvrzeni, Ze fro libovolné dveé reélna
¢i{sla x, y, X< y , existuje (recionélni) &islo 2z € R
(z € Q) takové, 2e x < z < ¥y.

Poznémke. Algebraické operace s redlnymi &isly lze zavést
pomoci operaci s racionédlnimi, resp. pfirozenymi Cisly.

Definice 1.12. Je=1i v néjaké mnoZiné M definovédna souste-
va operaci & vztahl, Fikédme, Ze v K je definovéna algebra-

. S i,
ickd struktura.
i A e e T

Strukturs mnoZiny R .

Neni dZelné odvozovat v3echny vlsstnosti reélnych &isel z de-
finice 1.9 a vleatnosti recionédlnich &isel. Proto tyto vlast-

nosti vyslovime a divéme se potom na tyto vyroky jako ne
axiéég mnoZiny R .

Operace v R :

V mnoZiné R Jjsou definovédny bindrni operace "+%", ".
Ke?dym dvéme &islim x € R, ye R je pfifszeno jediné ¢&islo
oznadené x +y € R & nazyvané souttem Cisel x, y a jedi-
né &1slo oznalené x.y € R @& nazyvané soulinem éisel x, y

a plati:
(x.¥).2 = x.(y.2) asociativnost
A2: ¥V x,y € R: xX+y = y+x
X.y = ¥.X komutativnost
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Aj: Existuje prdvé jedno &islo O € R tekové, Ze
x+0=1x, V x € R (existence neutrdlniho prvku
ke stiténi).

A4: Existuje prévé jedno &islo 1€ KR takové, Ze
x . 1 = x (existence neutrdlniho prvku k néscbcni).

A45: Pro kaZdé x€ R existuje préavé jedno &islo oznalené
-x € R (opefné &islo) takové, %e x + (-x) =0 .

A6: Prc keZidé x e R, x # 0 existuje pravé jedno &islo
y € R takové (tzv. prevrécené ¢islo), 2e x .y =1 ;
] 1

znatime ¥y - % T g

A7: Vx,y,z € R: x(y+z) = xy + xz  distributivnost

Skute&nost, %e redlné ¢&isla meji vySe uvedené vlestnosti, vy-
stihujeme ré&enim, Ze mnoZina R je vybavens aslgebraickou

P e e S
strukturou uvedeného typu.

Usporédéni v R .

MiZeme-1li prvky néjaké mnoZiny "porovnévat", Fikéme, Ze mno-
Zina je uspofédand, tj. Ze ne mnoZiné je déna relece uspolé-

déni.
Ul: ¥x,y ¢ R pleti prdvé jeden ze vztahdl

X<y, X=Y, X>% (trichotomie).

U2: Je-1i x<y A y<z, potom x < z (tranzitivnost) .

U3: Je-li x <y , potom x+z < y+z , Vz € R _3
Egitg i

U4: Je=1l1 x>0aAny> 0, potom x.y > O

anbeni]
AN ——

Foznémka. Misto x < y piSeme také y > x ; vyrok
X <Y v X=yYy zspisujeme X E ¥ .

Foznémka, O < x <y je zé4pis konjunkce vyrokié O < x ,

DLy ., 2<%y |



o

souvislost R .

Souvislost mnoZiny R je vystiZena vétou 1.6; zqemend to, Ze
mnozine R nemé “mezery".

Souvislost mnoZiny R mOZeme vy jédfit slovy takto:
"Neexistuji dv& oteviené podmnoZiny R tekové, Ze:

AvB=RAAnB=g ." (Viz1g).

1.6. Omezené podmnoZiny R

Nechf Ac R, Bc R jsou néjeké mnoiiny redlnych &isel.

Definice 1.13.

1. Kdy2 dce R ,Vxe A: x
shora omezens4,

2. Kdy? 3d€ R ,¥Vye B: @
zdole omezené4,

3. MnoZina C je omezen&d, je-1li omezené zdola i shora.

4. MnoZina, kterd neni omezend, se nezyvé neomezend.
e i

{1138

C , Pikéme, Ze mnoZina A je

(] 8

Y , Fikéme, Ze mnoZina B je

Pfikla@g nmezenych mniFin

{1 '2" 3". "Wy n'. - W O ﬂ]ﬂEEEﬂé mnﬂ'iinﬂ -ww %311:1

{a,pd={xeRm:iafxfnp 1 ’ uzavieny

(a,b) = {x € R: e < x < b , otevreny }' interval

(8,b) = {xe R: a £x<b}, polouzavieny

(8,b) = {H € R: a< x £p (T {Pﬂlnntevienj}} ,EEEEEEEA.
A e e e A e,

Vnitfkem t&chto interveld je vZdy interval (e,b) (viz 1.8).

Priklady neomezenych mnoZin.
{a,+%0) = {x ¢ R: x a} ,
(a,+%2) = {x ¢ Bt x o) ;
(=%,b) = {x€ R: x< b} ,
(-w0,b> = {xe R: x£b} ,

(=eo+00) = R

uy
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Definice 1.14. Nechf Ac R . fislo &€ A se nazjvé minimen

mnofiny A , pleti-li afx Vxea.
G{slo b € A nazyvéme maximem mnoZiny A , plati-li X £b
Yx e A ., Znalime; 8 = min A , b = max & .

Frikled.

max['l, é—, %—, }= min{h %-, %, } neexistuje.

Definice 1.15. Absolutni hodnotou reélneho t{sla x€ R Je
nejvdti{ z &isel x a -x , tj.

n

{x1

max [x,-x} :

Disledek 1. Pro x> 0 Jje [Ixl=x ,

x=0 je Ixl=0 ,
x< 0 je Ix|l==-x .

Disledek 2. MnoZfine C<c R Je omezend, existuje-li &islo

¢c> 0 takové, Ze

ixl'—{'n Vxe ¢ .

Prikledy.

(=5,5) = {KE R: Ixl < 5]—7':[:1& R: -5 < x
{-a,a)> = {zxeR: |x|] Fa}={xe R -a & x

ol

<5} ,
B

[

(=g ,8+ € ) ={x£ R: ]x-al‘-t} E{xé R: - g < Xx-a < E} :
{Ii R: EII = E}= ["’H,"ﬁ} U (E.,"I"ﬂ'ﬂ'] ;
{fxe R: Ix| 2 a}= (-w0,-8) ua,+°2) .

Viastnosti absolutni hodnoty:

1.
2e

3.

Vee R: la] 2a

Ya,be R: latb] £ lal + | bl (trojdhelnikové nerovnost) ,
Ye,be R: ||a|-|b]| £ a-b | 2lal +|v]| ,

${slo |a-b| nezyvéme vzddlenost{ bodl &,b ne reédlné ose,

Ve,be R: |ab|=lal . [0l ,
Va,beﬁ,b#f}:‘§=—a-l{- ;

YVa e R: lal® = &° ;

Ve € R: Yer = [a| .
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1.7. Supremum & infimum &iselné mnoZiny .

Definice 1.16. Necht A je neprézdné podmnoZina unoziny R .
8) Supremem mnoZiny 4 je &islo sur A , které mé tyto vliast-
nosti:
1. VYxe n :x2 sup A
(v8echne ¢isla mnoZiny A jsou men3{ ne% sup A ).
2. Vx'e R : x'< sup A =% 3Jx'¢ A : X' »x
(pro ka%dé &islo x mens{ ne? sup A existuje v mnoZing
A &islo x', které je vét5i ne’ x').
(2. V&> o Hxﬂﬁﬂzaup.ﬁ.-—f.-t:x”}.

\
X X ,
L 5 i

e

A

b) Infimem mnoZiny A je %islo inf A y které méd tyto vlast-

nosti:

1. Vxe A : x 2 inf &
(vSechna Zisla mnoZiny A jsou v&t5{ ne# inf A )e

2. ¥x’e R : x'> inf A => dx'ea : x"¢ x°
(pro ke%dé &islo x' v&t3{ ne’ inf A existuje v mno%i-
née A ¢&islo 1“, které je men3f ne: x').

(2. Ve>0 3Ix"e A :x"<infa+e).

—

—

Friklady.

sup (a,b) = b , sur <E,b> = b = max <ﬁ,h)‘.
"Maximum je supremum, které je prvkem dané mooZimy."

Véta 1.7. Nechi v mno?in& B c R existuje max B (resp. min B ).
Fotom max B = sup B (resp. min B = inf B ).

Dikaz plyne pfimo z definice suprema.

Vétes 1.8. a) BZ P =»supB2 inf B, B
b) Ac B=d sup A £ sur B , . sl —~
Hﬂ-—_ﬁ—
inf A £ inf B . e’

¢) Konednd mmoZina mé vidy
maximam a minimum.
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Definice 1.17. lnoZina uzavrenych intervall

{ {an.bn) ,n€ 0l ,a €R, b eR } se nazyva

systim do sebe vloZenvch intervall, plati-li pro kazde
i T S N T P S e T A .

Al

n &€ M inkluse
<En+1'hn+1> c <an'bn> *

Vétr 1.9 (princip vloZenych intervall). Libovolny systém
do sebe vloZenych intervall m& neprdzdny pranik.

Véte 1,10 (o existenci suprema e infime).

e) KaZdéd neprdzdnd shora omezenéd podmnoZina mnoZiny R mé
prdvé jedno supremum.

b) KaZdd neprdzdnd zdolas omezeni podmnoZina mnoZiny R md
prédvé jedno infimum.

Dikaz (hlavni mySlenka). Je-li mnoZina A shora omezend,
existuje celé cislo n, takové, ze

1. ’#x:—:A::{nﬂ+1 ;

>

2 ﬂ:I’E A:x= n. .

I L i
T T T T T T v r T ¥ T L |

ng x' ng+1

Interval {nb nﬂ+1J rnmdellme na deset stejnych casti délky
10°'. Existuje &islo n, (0 = n, = 9) takové, Ze

(nﬂ.n.l : ng,n1+1ﬂ-1) NA¥d

a pritom plati

Vxea:x¢< nu,n1+1ﬂ'1 i

2e fix'E.A : x = N By .

Interval {ng,n, , ny,n,+10° 3 upit rozd&€lime na 10 aflkd
délky 10 =2 a vyhereme ¢islo I, (D n, = 9) takové, Ze



R

{ngsNq4D, , nﬂ.n1n2+1{3-2} N 4L#¢.

V tomto procesu pokradujeme & dostaneme nekonecn, systém

do sebe vloZenych intervalii., Podle véty 1.9 méd tento system
neprdzdny prinik. Vzhledem ke konstrukci vyse uvedenych
intervall je tento prinik jednobodové mnozZina, kterou je
redlné Zislo

OoyDyBoRy eee o

0O tomto &isle je moZné dokazat, ze splnuje obé vlastnosti
supreme dané definiei 1.16. Existence infima se dokdze ana-

logicky.

Poznamka. MnoZina, kterd neni shora omezend, nemé supremum -
- piSeme sup A = + 00 . MnoZina, kteréd neni zdola omezend,
nemé infimum - piSeme inf A = - 0. Podle definice 1.16 je
sup ¢ = -0, inf ¢ = + cO.

1.8. Topologie cCiselné osy.

Definice 1.18. Necht x,€ R . Qkolim (r—okolim) bodu
rozumime otevieny intervel (x,-r , X +r) & znedime U(xq,r)
nebo strudnéji U(xy). Tj. r-okoli bodu x5 Je definovédno

takto:
U(Iﬂ,r) -{IE R: |I—IDI Zr } .

Dédle uz strucéné

U+(::D,r) = {x0,10+r) = {xE R: 0 & x-Xg < r} pravuatﬁgnﬂé

U‘(xn,r) = (xo-r,xL>= {xs R: -r £ x-—xﬂi D}... ]W

P(xn,T) = U(xﬂ,r)- {It;l = (1D-r,1D}U(Iﬂ,xU+rL. 8tencové 1.1
"okoli bodu E%ﬁ:ﬁ dansns boau",
P+(Iﬂ,r} = (xq,Xg+T) ; P-{IU.P) = (Iﬂ-r,xn}
pravé peve

prstanggvé,nknli.

Definice 1.19. Bod & € A< R se nazyvéd ynitrnim bodem mno-
Ziny A , existuje-1i okolf U(a) , pro které je Ula) € 4 .
Mno¥ine vnit¥nich bodl mmoZiny A se nazyvéd jeji vnitrek
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& znadi se int A . Bod b€ R se nazyvd hraniénim bodem
mnoZiny A , jestliZe kaZdé okoli u(b) obsahuje jak body, kte-
ré do A pat¥i, tak body, které do A nepat¥i.
Mno¥ins hranidniech bodd mnoZiny A se nezyvé hranici mnoziny A
e znali se QA .
MnoZina A = A U OA se nazyvd uzdvér mnoziny A .
linoZina se nazjvé oteviend, jmou-li viechny jeji body vnitrni.
Mno¥ina A se nazjvd uzeviend, je-li A = A .
Bod x se nazyvé hromadnym bodem mnoZiny A , jestliZe v kaZdém
jeho okoli leZi nekonedné mnoho bodl mnoZiny A .

Bod x6&A, kieny neni hromadnym bodem mnoziny 4 , se nazyvd izolova-
nym bodem mnoZiny A .
MnoZina, jejiZ vSechny body jsou izolované, se nazyvd diskrétni
mnozina.

Poznémka. Systém okoli zavedenych v definicil 1.18 tvori tzv. to-

pologii redlné osy.
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2. Fosloupnosti redlnych &isel.

2.1. Fosloupnosti & opersce s nimi.|

Jisté vés napadlo, jakym zplsobem lze "sefist" nekonelné
mnoho &isel:

2 . 49 ?
NEPT‘-- ‘E T— —5-— EYT—T‘*‘EE!- —? {"1}

P
1,570796327

s P

0,924832229

s _J
1,004524855
. 28 .
0,9998431 Py

1,000003541

Je tim soudtem &islo 1?7 Pokud ano, pak bychom to mé&li né&jak
exaktnZ prové&fit. Napf. tim, Ze miZeme vzit tolik sCitancq,

aby jejich soudet byl k 1 bliZe,neZ je piedem zvolené tole-
rance.

Definice 2.1. Posloupnosti redlnych &isel (= redlnou posloupnosti)
je zobrazeni, jehoZ defipiénim oborem je mnoZina N a nhuram hod-

not je né jaké podmnoZina H mnoZiny vsech redlnych Cisel R
(HCR'):

Ml =» H : n g S

Budeme zapisovat: {1 } {xn]n-1 i {11,12,13,... } . V literature
se pro oznadéeni posloupnosti v PﬂElEﬂﬂl dobé Gastéji pouZivd symbo-
1 (x); (x jn:t’ (x49%50 3....) Cislo x_  se nazyvé n-ty Elen
Enslnugnnuti. Posloupnost je ddna, je-1i déno pravidlo, které umoZ-
ni stanovit libovolny &len posloupnosti.

PF{klady.
e oRE 5 - A ; i n .,
In =n ¥ xn - m § In [ {-1'] g & & @ Etldl

X, = 3In-l y Xy = - X 4p™ X o1t X, 0 Xy T 1 ; X, = 1 3+sstitda
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Posledni dvé rovnosti se nazyvaji rekurentni vztahy. Nalézt
¢leny posloupnosti, kteréd je ddna rekurentnim vztahem znamens
resit tgv. diferendni rovrici. ¥ prvnim pFfipadé diferenini rov-
nici prvniho radu, ve druhém pripadé diferencni rovnici drubého

radu.
Definice 2.2. (Operasce s posloupnostmi). Nechi jsou dény po-
sloupnosti f } .{b . Soultem, rozdjilem, soutinem, podi-

ler danych p alﬂu n nazyvéme posloupnosti } T
an-hn} fa v } n ] (zde b # 0 ¥ne N). Ciselny néso-

bek: p{_{ } ; zg_ulnvé posloupnost: {D 0 D,...g .

2.2. Omezené a monotonni posloupnosti.

Definice 2.3. Fosloupnost -{En? se nazyvé omezené, existuje-li
¢islo K > 0 takové, Ze rlati
‘anl 5 Vne o .

Foslougnost -{bn]; se nazyvé shore (zdola) omezend, existuje-1i
gislo M (m) takové, Ze
b, ¥4 Vonewn (b, 2m Vne N) .

I
Firfklad.
Foaloupnosat {,E%T.} Je omezeni, nebof nerovnost IH%T[ g.K .

ty. EgT =K je splnéne pro n 2 E§T , kdyZ K > 1 . Stali

volit napf. K = 2 a uvedenéd nerovuval jiati pro v3echne n .

Friklad.

Fosloupnost {En} ,Je neomezend, nebof nerovnost 2" € K 1ze

splnit pouze fro n = %%45 ; tedy pro kladné K plati pouze

pro konedny polet indexd n . Neexistuje tedy kladné Cislo K
takové, aby uvedené nerovnost pletila pro vdechna n .

Definice 2.4. Posloupnost { } se nezyvé neklesajicr 1 ponotdnnt |,
nerostouer,

rnstnuci

| sette mopotdnat,
klea&aici
e |
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Y

pleti-1i E']:r‘i-'l = En ﬂ:_.ff-,__j}_gi_“';{

8 sl idics

-+
nE " ne N .

®n+1 > B ;‘m.:qj
8h+1 < Bp jiflﬁzj.«cﬂ

Hh

B

Geometrické znazornéni posloupnosti.

1. zplsob: na reélné ose 2. zplsob: v soufadnicové sou-
stavé v rovine
O F
n ar
: — s “
a, oy, O a "
i L |
1 ﬂ":ﬂ i
o, o
+ 4 L ! 1 !
vy vy o, o, ‘ ' | '
[ i P i
A4 2 3 & ,.3:

Definice 2.5. Necht je déna posloupnost {En} e nechi

{kl 'hz’kj"”} Je ostie rostouci posloupnost pFirozenych

Cisel (tj. 1:1 < kz < k3 < ++.). Potom posloupnost {E}: }
n

se nazyvé poslougnosti vybranou z posloupnosti {En} .
P P i P

Priklad.

{e ]={1,3,0,5-1,1,-2,..]}
{akn?f {4y 3y By Tynwn

{hkr&: {l, D,-‘.I,-E,...} vybrané posloupnosti
{ckn}={{}, S oy Sisind

Definice 2,6. Surremum (resp. infimum) posloupnosti {x }

[ T . ) L W h i i o 11
nazyvédme supremum (resp. infimum) mnoZiny X = {:1,12,...}
e znalime sup {In} (resp. inf {xn} ).
Je-11i posloupnost {an] shore neomezend, piSeme sup {En} = + o0,
Je-1i posloupnost { & ] zdole neomezend, piSeme inf {e }

— m'
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Frikled.

{In}={n2}={1,4‘9,15l_”} y 8up {1:1} & kol

inf {xn3 =

Vita 2.1. 2 ka3dé redlné posloupnosti lze vybrat monotonni
posloupnost (tj. bud rostouci nebc klessjici).

2.3. Konvergentni posloupnosti

Definice 2.7. Fosloupnost {an} je konvergentni v R ,
mé-1i tuto vlastnost: )

Jdae R VE?DBnOEN Vne H:n‘:rno#[an-a].:g .

Tzn.: existuje &fslo & € R takové, Ze pro kaZdé £ > O

existuje index = n.(€) takovy, Ze pro viechne n > n
_ AN L__,Q_. 0

(tj. pro "skoro v3echna n ") plati nerovnost tﬂn—ﬂluff;

(tj. a-& < &8 < ate ) .

$islo & se nazyvéd limite dené posloupnosti & pi3eme

lim e, = @& ; atruéné: e, ~> 8 .
n=r +ad

Rikéme, Ze posloupnost +{a.} konverguje k &islu a .
n L e T

g eV A AT S B N -

Poznémka, Je=-1i &{slo =a limitou, potom skoro v3echny Cleny

posloupnosti le%i v € -okoli U(e,g ) ¢&isle a , tj.

Vno> ny(e) Jje e € Ula,e) .

Fiiklad. 5 s ‘
1
Pﬂﬂlﬂ'upnﬂ!t {n'-i'lr}={2' ¥ I y % 3 LI T '}%‘?‘ g e § w ¥ ilij

se zdé byt konvergentni k &fslu 1, nebot skoro v3echny &leny
Jjsou blizko &isle 1.
n

Provérime, zda nerovnost lE?T -1 \ﬁ-E je splnéna.

ﬂprava:[-ﬁ%l-‘:i-?ﬁ-l—rdﬁ #n?;—_-'l :

Ozna¥ime-li ny(e ) celou Zdst Efsle L -1 (£=0,1; 1; 100; 1000}
potom pro kesfdé n > n, je l EET -1 lc € , € Je libovolné
kladné.



P

Firikled.
1

DokaZme, Ze lim — =0 , tj. %Ze posloupnost L} konvergu-
n++00 \n Vo'

Je k nule,
svolme libovolné g > 0O & uvaZujeme nerovnost

]

Vo'
1

o -
N, E‘%: n, + 4

LE &> n> -1“2- . 0Oznaéime Ny celou &dst &isla
5

Zéveér., Pro keZdé € > 0 existuje n, tekové, Ze pro n > N
; 1 1
Je také n > = — < £ .

e Vo

Friklad.
Geometrické posloupnost {qn} y € R Je konvergentni prévé
tehdy, kdyz Iql{ 1 nebo ¢ i s

Plati:
/D ’ IQJ"' 1,
lim qn = —1 , qQ =1 »
s g \ neexistuje, kdyZ q = -1 nebo !q":! ¥
FPf{iklad,

Fosloupnosti {2“} . {{-2)“} ye+s+ MNejsou konvergentni.
Kdyby napf. exiatovalo €isloc a>0jaske limite posloupnosti { En},

muselo by pletit

wig & 2Han & £ , pro libovolné € > 0 e pro skoro
viechns n .

Tedy n
2" < g *a ’
nlnee < 1ln (& +a) )

o ln(e +a) _
ln 2

Je vidét, Ze tato nerovnost pleti pouze pro konelny pofet &le-
nt posloupnosti.

Poznémka. Jaké posloupnosti maji nédsledujici vlastnosti:
1. dJae R Ye>0 'F"nDE N:Vn 2 N, = |an-a |‘Ef {a,a,a,... },
: {omez.posl.},

2. Ja€ R 3£:-E}3nﬂi N:Vn}noﬂ'lﬁn-ﬂll‘-ﬂ

J. ¢éislo b neni limitou posloupnosti {En} 7
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2.4, Vlastnosti konvergentnich posloupnosti

y&ta 2.2 (jednoznelnost limity). Ke2dé konvergentni posloup-
nost mé prdavé jednu limitu. (KaZdé posloupnost ma ne jvyse
jednu limitu; tj. Jjednu nebo Zédnou).

Dikaz (sporem). Existence limity Je zarufena pPredpokladem
konvergence. DokédZeme tedy pouze jednoznalnost. Fredpoklédé-

me, %e existuji aspon dvé rizné limity @&, b :

]

lim &

b = Ve>0 Hnléﬂ:]an-ﬂi‘ﬂ:ﬂ?nT;

b¥e = Veg>0 aneH:IEn-‘nH::. , B2 Ny o
(tote€d)

1
Vezmeme n > max(n1,n21 = n, 8 R lb-a| .

1m
11 En

Flatl

|b-a| = | b-8_+a_-a]| le_-b]| + | e -a| ¢ g lv-al + Io-a|
t s

lh—a| < |h-a | , co% je spor.

v&ta 2.3 (konvergence a omezenost).
a) Ke?dé konvergentni posloupnost je omezena.
b) (Bolzeno-Weierstrass): Z kaZdé omezene posloupnosti lze vy-

brat konvergentni podposloupnost.

Dikez. 8a) Z predpokladu plyne:
VE?D,BnDlEH: B=-g < End a+ E pro n > np -
Vezmeme-1l1 K = mex {ia1| ,}EE|,...,|EHU[,IE|+E } ’

potom plati
-K < an-ﬁ K .

b) Je-li posloupnost '{Enj} omezend, potom existuje uzavieny
interval I, = <ﬁ£1,_/.31'} tekovy, 2e o & I, , ¥n e I .
tu (uzavienou) cést

Rozdé&lime 11 na polovinu. Oznalime IE
I, které obsshuje nekone&né mnoho &lend posloupnos ti _{‘an_}'
(aspon jedna &&st tuto vlestnost mé). V tomto procesu pokredu-
jeme & dosteneme systém I1 > 1.2 > 13':* ... do sebe vloZenych
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, By™

intervall délky & « V kaidén intervalu

N Py oy = k- r Iy

vybereme jeden &len puslaupnnstl{ } a8 oznalime jej B8_,mn n i
= p nk [ P ™

tj. &, T e =ﬂk . Spole&ny bod vSech do sebe vloZengch

intervald ﬂzn;:‘.‘ime a . Fotom lan -a} £ ’/3 L “‘k‘ ﬁn‘-;i}--pﬂ ;
lim @ a . k

k> +e0 T

]

Vete 2.4 (o nerovnosti limit). Fredpoklddéme :
(1) {}Hx?* {bng Jsou konvergentni Fosloupnosti;
(2) fplatf nerovnost a_ = bn pro skoro v3echna n .

n
- ‘ "
Fotom lim a&a_ = 1lim b §
n=« + oo =y +#

(Pozor! Je-li 8, < bn » Ppotom v limité mdiZe byt rovnost).

Dikaz (hlavni my3lenke - sporem). Nechf & > b i 8 =1lime |,

b = lim h « Z predpokledl plyne rlatnost nerovnosti

b-£& ¢ bn-r. b+ £ >

<
En_ hn F

1 TR

e

B-g < &

musi platit pro ke%dé g > 0, = tedy i pro g = 5-5—'3 .

b < b+ &

Potom E--E-'E-b-{anébn-:b+552, a tedy
a+b a+b

=5~ < == , coi je spor.

Véte 2.5 (o sevieni). MZjme posloupnosti {En} ’ {bn} ’ {cn}
& predpokldddme

(1) ey £ b, £ ¢, bpro skoro v3echne n ,

(2) {En} . {cn} konverguji ke stejné limité a .
Fotom posloupnost {hn} teké konverguje a je

] = ] im = 8 .
1lim bn lim En = ]lim En




S

Dikaz. Necht & je limite posloupnosti {Enz' {cn; e Ll»
e-g¢ < 8 < e+te pro libovolné £ > O & pro Fasn i
e-£ < c,  8*& pro libovolné g » 0 & pro Vno> N, .

“ “
=p =e. <WrE ’P"n}max{n“nzi ,

- a
Tedy 8- g < 8, i

-& < bn—a < £ pro libovolné £ > O 3]
Vn> mex {n,,n,} .

Poznémka. 2 vty 2.5 specidlné plyne nésledujici tvrzeni:
a i .

Je-1l1 lbn] = icnl V n> ny @ lim e, & 0 , potom také

lim bn =0 .

Priklad.

n
DokéZeme, %e | lim 5/n = 1 [. ZFejmou rovnost (1+ Vn-1)" = n
< +20

upravime pomoci binomické formule (n>1)
= 2 ;
FrotozZe Efﬁ'}1 , JE n=12 M (Nn-!] ; ). lr-‘\rr-l'-‘.ll-:

- . o~
ProtoZe 11mE— 0 , plati 1lim -Jn =1 .

Véte 2.6 (algebra limit). Nechi reélné posloupnosti {an} ;
{bn} jsou konvergentni a oznalime & = lim 8, s b = lim ‘::uIl 2

Potom i posloupnosti { En+hn} : {En-bn} P Irﬂnbn} ;

ﬂ-lm -

a
{FHI , by #0 Y ne N, jsou konvergentni a plati:

n

(1) lim o8 =8 , «xé R .
. “ _ 4

(2) 1lim éﬂn- bn:l =a => ’

(3) 1imEE=§- : B0 1

(4) 1lim anhn = ab s

Dikaz. DokdZeme (4). Ostatni ddkazy viz literature.
Z konvergence vyplyvé omezenost (v&ta 2.3 (e)), tj. existuje
K> 0 takové, ze |e_|< K ; Ib | < Xk, Yne N . Déle jiste
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plati:

]anhn-ahl E Ianhn-enb a b-ab! = ,'an “bn-h{-!'lb”En-E’ .

Z predpokledu vyplyvé, %e musi Flatit nerowvnost:

]hn-—bl < £ , f&n-a , < E pro skoro v3echne n e pro li-
bovolné £ .,
Proto ,anhn-ab]-:' K.E +!bf.¢: Flati fro skoro v3echna n .

Poznémks (vfznam piredpokladu v tvrzen{ (3)). 1lim -I? =0 ;
n

lim l—n = {—2-} Ir_} konverguji. Ale

1
..?... = {Eﬁ'} { } nekonvergu je !
;2'

Poznémka. DokaZte: Je-1li {a T konvergentni k nule, tj.
lim W {b } Je (pouze) omezené, potom {a b I

konverguje k nule: 1lim e b = 0 . Napf. 1lim sin n”_ ;
Friklad.
DokéZeme ; lim Hea = 1 ; a> 0,
n=*+s=c
UZijgeme v&tu o sevieni: Flat{ jisté& nerovnost pro a > 1 :

1< A <« By pro n > a (pro skoro viechna n ) ,

lim Hn'= 1 (dokézeli Jjsme )

Fro 0 <a <1 je -J;=b:r1,t,j.

n e ]
1 = 1in 8b = 11m-‘f;-»1mm .

Z véty 2.6 (3) plyne: lim {fa'= 1,

Véta 2.7. Necht {En}, {bn} Jsou konvergentni a platil

lim a8, > lim b, - Potom pro skoro v3echna n plati a > hn .

Dikaz. Fodobny ddkazu VEtLy 2.4.
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Dlsledek. Je-=-1l1 1lim a, > 0 , potom I 0 pro skoro
v3echna n .

Definice 2.8. HRedlné posloupnost {xn} se nazyvéd fundamentdl-

ni (cauchyovské), mé-1i tuto vlestnost:

VE.:-D._:]nD(E}EH , YnomeW: n>n,, mn> n{}:=”;7|xn-xm[{r:.

Véta 2.8. Je=1li rosloupnost {xn-i fundamentélni, potom je
ome zens.

Dikaz. Anslogicky ddkazu véty 2.3 a).

2.5. Kritériea konvergence.

Véta 2.9 (Bolzanovo-Cauchyovo kritérium; nutnéd & postalujici

podminks konvergence).

l. verze: FPosloupnost {ﬂn} redlnych ¢imsel je konvergentni
v R prédvé tehdy, kdyZ je fundamentélni (cauchy-
ovskd),

2. verze: Fosloupnost {an] redlnych ¢isel Jje konvergentni
v R prédvé tehdy, kdyZ

V;_:-G,Hnﬂe H,Vn,mf. H:n}nﬂ,m}no-—;r|an-am‘d£ .

Dikez. Plat1 - £ )
Diksz. a) [la ’Enﬂl‘z= n > ng(e } tj. Y m,n> o,
]Em'-a|.: %, m > ny(e)

plat{ \qm-an | =| e -ete-e_ | £le,-a|+|e-a] < €

tj. posloupnost {En] Je fundementélni.

b) Je=1li ?{En] fundamentédlni, potom podle véty 2.8 Je omeze-
né a lze z ni vybrat konvergentni poslougrnost { 8 ] i Eds
liza_ =a (véta 2.3 b)). .

k
Flat{ tedy nerovnosti: ian -8 ]d-; » PTO Dy > D5

|an-a I;-E (fundamentdlni) .

Dy
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Odtuc han-al - 'an—-ank] + Iank-EI < £

Foznémke (ekvivalentni formulace). m = n+p , p € IN:

Vns> Ny Vpe N plati IEn*p-En]':E'

V&ta 2.10 (Konvergence monotonni posloupnosti)
(Fostefuiici podminks konvergence)

Je=11 posloupnost {Enz omezend e monotonni, potom Jje

=/sup{an§ , pro neklesejici,

konvergentni: lim &
n \inf{an} , pro nerostouci

Dikaz. Fro omezenou posloupnost existuje supremum, tj.
Ve>0 , existuje &len 8y, takovy, Ze .
sup {En} - £ < 8, <sur {an] . Je=1i neklesajici, potom
a

L
aup{an]-gcahﬁ-an y pPTo n?nD.Tedy

sup {an} -8, < £, ti. \sup {an}- anl < £ >

Analogicky pro nerostouci posloupnost.

Disledek. Monotonni posloupnost je konvergentni prévé& tehdy,
kdyZ je omezené.

Pro omezenou posloupnost {an} sestrojime dvé monotdénni po-
sloupnosti {u: - } . {,G n]' pfedpisem

« = inf{e ,8 ,iy... ] ... neklesajici,

/Zrn = sup {Bn’anﬂ’“'} . ++ nerostouci .,

Fosloupnosti [ti- n}’ {ﬂp n} jsou tedy omezené & monotdnni
a podle v&ty 2.10 jsou konvergentni. Jejich limity oznalujeme

lim®_ = lima_ = lim inf e =a , tzv. dolni limita
n LR e B e i : .
(limes inferior)
. .-i"""'-"""‘-"""—- : s
a , tzv. horni limita
i
(limes superior)

lim /4:1 = lim &8 = E.:E“Eup 8,

Plati ziejmé
«_ %a % /.‘t prc kaidou omezenouy posloupnost {a } .
n n n n

Je tedy vZdy splnéne podminks

e—

: i -
lim 8, = lim 8, {E_

—

a) ;

e
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Pi"iklad .

”.ﬂ‘
&
=]
P |
o
i
LS
[\ %]
1]
-
=
3
or
i
L ]

Véte 2,11, Omezend posloupnost {an} Je konvergentni
prévé tehdy, kdy? a =a .

Dikaz. a) Kdy: e —> & , dokédZe se, fe 2 = a 2z vlestnosti
infipe @ &8 = a gz vlastnosti Eﬁﬁ{ B&e 4.0 4,9
L 0 -4 --"'I_.-'-l""
b) Podle v&ty o sevieni. 5“** e o

Disledek. Posloupnost -{qn}- konverguje k ¢islu 8 préveé
tehdy, kdyZ k tomuto &islu konverguje kaZdé z ni vybrané po-

sloupnoat.

Limita konvergentni vybrané posloupnosti se nazyvd &dsteZné
i e T T W

limita.

Horni limita Jje ne jv&t3i Zdstedné limita.
Dolni limitas je nejmensi &dsted¢nd limits.

Priklad (dileZity). i’ \ /
Fosloupnoat ~[(1 + -Jn } Je konvergentni a jeji limitou je \f
Eiﬂlﬂ e 2 2,71825]&&5%45--- . (L




By, 7

K dikazu se u¥ije v&ta 2.10., DokdZe se, Ze danéd po loupnost
Je omezené & rostouci.

Omezenost:
- 1yn _ 1 . n(n=1) 1 n{n-1}!n-2} 1
X, (1+ n} = 1+n = + v E + — o b
n n
+ n[n‘1]---2.t ll .
! R —
n! nh

=2+ 4 (1- L)+ },- (1= 1) (1= 2) + ... + = (1= D - L. ...
n

ii-.{1-u -

n

Cleny v zévorkéch jsou men3i neZ 1 & kladné, tj.

1 1 1 1
IH{E+H+TF+IT+.-'+H-

Proto¥e pro k> 1 je k! 2 , dostaneme (:.euilenuu) nerovnost

e

1 .1 1 2
e
(omezenost shora).

. . -9 . b4 .
Rist: X, =2, %, i S s A {n+l}2-l

2 n+l +1 '| f_-JL}
*nt1 _ (E}'I'J - [{n+2]n]n n (n2+2n1n 1|,_.!".1'.3. =
*n {n+1 [{n+1}n+4]£ [( n+1) ] §
1 n+l n+1
= (1= )5 —— .
(n+1) &

Fodle Bernoulliovy nerovnosti je (1- ?__T-?Jn+l > 1_{n+|}?___;?
n+ n+1

tJ.

n+i-1

- N R N I . R 5
X, m+1) /" n -~ "n¥1 n
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c.6, Divergentni posloupnosti.

Definice 2.59. &) Fosloupnost -fanI Je divergentni, jestlizZe
neni konvergentni.
b) Fosloupnost { } diverguje k + oo |, kdyZ

VE:-D.-:‘nDEH nrnﬂq anrrb.

c) Fosloupnost { } divergugje k oo , kdyZ

FE::}Hn « IN: n}nﬂn} a < -E .

Oznefujeme: b) 1lim &_ = + ©9 pnebo 8_—» + o0 |
n= +eo 1 0

E} lim a8 = = Do nebo A — = oo
n-y+eo O n

Foznamka. Frikladem divergentni posloupnosti je posloupnost
neomezend. Ov3em 1 omezené posloupnosti mohou byt divergentni,

napt. {uln n} {{ 1}“} atd.

Vita 2.12. 8) Kayz {e_} konverguje k nule, pntnm{ }

-+ ,xdyt a >0, Vn;
di\rergujekx

(a,. =0 = Ja-l- —» +o0),

- oo , kdy? an.,;n,’b"n.

+ oo 1
b) KdyZ {bn} diverguje k { s potom { E—} konverguje

- Do n

1
k0 (b, #0,Vne N). (|b | +o0 Fn'_m'

?

1
Dikaz. a) Ianldg ,n::-an} E s

n

Véta 2.13 {algehra ditergentnich pnulnu;nnati).

a) Kdy2 B 5% 0, U =pton b g+ b —r+ e ,
& bn-—**+ o |,

0 {ﬁ},{an-bn] nelze nic tvrdit.
b) KdyZ e —>+°°, b — -00 = a=b —y+e
e, b —_ = oo

Eﬁﬂ} {e_ +bn} nelze nic tvrdit.
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c) B =kt 90, bo~¥h =y aéh =kt 06

ab —>+ o _kdy: b: 0 ,

-

nn
aanbn—}-ﬂ , kdyZ b < 0 .
a) s =8, b —I = H L2 0 ;
n
&
0 n + 60 podle znamének
a —a ¥ ,hn—rﬂéﬁ;{—?_m 8, b .

B
n . »
Poznémka. KdyZ an—-pﬂ, hn—pD , nelze o {rn} nic tvrdit

8
(mohou nastat rdzne” moZnosti). Rikédme, 3e posloupnost {F‘“—}
0. a

je neurity vyraz typu "p" . Analogicky kdy% an—-—:ri e |
{ 0

bn-—-:r: e . pak EE—} Je neurlity vyraz typu "—" .

Podobné kdyZ e, — 0, bn_' 0 , pak ann} Je neurlity vyraz
typu noOn b i
Kdy% 8 = ¥y hn—b o0 , pak {an“} Je neuréity vyraz "1 " .,

Véte 2.14., Je=li 8, — +00 g {bn} Jje omezend posloupnost,
potom nn+bn—r + o0
+ =0 hn L £>0,

-
°n°n -e ,b <~-£<0.
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3. Cimelné tady.

3.1. Konvergentni fady.

o

Definice 3.1. Mé&jme posloupnost {n;} 1 redlnych ¢isel.
n=

Symbol &+ @,+ 83+ ... = = 8, 8e nazyvéd nekonefnd fada,
= W

= +
Eials a se nazyvajl éleny fsdy a posloupnost {ju#}
e e o S S =|

definovanéd piedpisem

In
= B.% E"I" ._,*ﬂ_ = ,E
*n |~ ® E

se nazyvé posloupnost Eﬁatn&nﬁch aou&tﬁ Fady jE:E o

Definice 3.2. Rads Z 8, je kumrergentni, je=1li prislus-

né& posloupnost Eﬁsteﬁnﬁeh soustd {In} konvergentni.
i n=1
V opaéném pfipaﬂé je Pada p I e, divergentni.
n=1 o e S
Je-1li Pada :E: e konvergentni, potom lim s = s se ne-

n=1 n=> + o
zyvé soulet (konvergentni) Fady. (Pideme :E:a =8 ). Diver-

gentni fada nem&é soudet!

Priklad.  +%
"éjm!f'ﬂduzh—tﬁ-}' . Zde Hn=1—1'2'+2%3'+---+m_17r]-.

n=1
ProtoZe = ni = % - E%T (rozklad na &dstelné zlomky), potom

= (T - PG =PI - PG =1 - T -

Odtud lim s_ = 1 ,
n-*ﬂ‘ o

Yyer. Jﬂ ﬂ'ﬂ?'ﬂ'rgﬂﬂtn a JEJ s|spuce JE -
Zﬁ -] m k 3 11 cet 1
nz1

Poznédmka. Hade Z e, diverguje k +oe (-o2) |, kdyZ jeji
n=1
posloupnost {ﬂn} diverguje k +%0(-o0) , Oatatni divergentni

fady "osciluji".



Priklad.  +%°
M& jme Fadu Z{-n“*‘ =l el1+1=1%+,,, ,

n=]
Zde s, =1,
8, = 0, {'ﬂn} diverguje, nebof vybrané posloup-
8y = | @ nosti sudych a lichych &lend konverguji
8, =0, kaZdd4 k jiné limité,
e e i 4
Piiklad.
DileZité je (nekonelnd) geometrické rada
o=
1 +q+ qE = . Z !
Jl;ct
- » Q¥ 1,
Zde &s_ = 1+ q+q2+ n-1 _ o~ 79

n , q=1.

--1+q =\
1

Kdy? lql‘f , potom 1imq"=ﬂ=iPliman=q;

- M .
kdy: |q| = , Fada diverguje; kdy: q = 1 , Fade diverguje

+00 + 00
Véta 3 1. Jsou-li rady o & o b~ konvergentni, potom
n=1 n=1
tada E (=g +{-"h ) , «,/ € R, je také konvergentni a je-

n=|
Ji soudet je u;ﬁub .

Dikaz. Posloupnost Zdsteinych soultl fady = («a +{3h ) Je
linedérni kombinaci posloupnosti Edstednych soudtd Fad za

Eh.

Foznémka. Pro e =1, A= 1:3(e+d)) = Za +2b_ .

Slovy: "Soulet soultu (fad) se rovné souftu soudti”. Plat{ pou=-
ze pro konvergentni Fady!
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j.2. Kritérie konvergence.

+ 080
Véte 3.2 (Bolzanovo-Cauchyovo kritérium). Reda i a_
je konvergentni prévé tehdy, kdyZ n=1

Ye>0 3 nﬂi () ?Pi N: n > no -?,r\nn+1+an+2+...+nl+pl < £ .

n

Dikaz. Posloupnost s Sy i g, Je konvergentni prévé tehdy,
k=1

kdy? nerovnost Iln+p-ln| < £ Jje splnépa pro ka%dé £ > 0 ,

pro libovolné pe€ N =& pro skoro v3echne n (véte 2.9) a je

= + +
8 (=1 +ﬂn+2 & w # a -

n+p °n n+1 n+p

+ o
Pu:nﬁm.‘:i: Reds E;le = En+1+‘n+2+!n+3+'“ se nazyvé zbytek
rady > L pfisludnf n-tému &lenu. Fro konvergentni Fady Je

i

+ oo
Disledek (nutné podminka konvergence). Je-=ll rads > .
n=1

konvergentni, potom (nutné) 1lim &, = 0.
n=»+oo

Dikaz. B.C.-kritérium (v&ta 3.2) implikuje (pro p = 1 ) plat-
nost nerovnosti:

[alﬂldﬂ pro n > ny .
Pt‘iklad._ﬂ
Rade t -1+ 1Z+ %—+ ... (tzv. hermonické Fada) splnuje
n=1 I P e i

nutnou podfiinku konvergence, ale je divergentni. Kdyby konvergo-
vela, musela by splnovat B.-C. kriterium i pro £ = é— y P =14 ¢

]nﬂll+nﬂl.ﬂ*"'+?}:"5 <é"
Aviak
1 % 3 1 3> 1 1 =z 1
BT Ty g mng T g T
takZe uréite plati
IEI‘IJO-FEILO*'“'-LE%E -:%- ,tj.%d% , 8spor!
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J.3. Kritérie konvergence pro rady s nezapornymi -:‘."ng_.rJ1

Mdme ne mysli #ady, u nich? e = 0 y B> 1y .

]
Véte 3.3. Je-1li poslougnost {'ln} > | e 8 nezépornymi
n=1
tleny shore omezené, potom je PFads ﬂ & konvergentni.
n=1
Dikaz. IrotoZe Bp T8t Bt cil T8, Bl TR ta b,

potom 8+ z s, @ tedy {'n} Je neklessjici & shore omezen#é
Posloupnost. Podle véty 2.10 je {’n} konvergentni.

Véte 3.4 (srovnéveci kritérium). Nechi Za Ebn jsou Pa-
dy s nezdépornymi &leny & pro skoro v3echne n pleti nerovnost

e 3
D—an—bn .

Fotom: a) kdyZ konverguje 'E.bn y konverguje také E“n -
b) kdyZ diverguje Ean , diverguje také Zhn )

Dikaz. a) Céstedné soudty s~ Tady Ea jsou omezemy soudtem
b = Eb . Fodle v&ty 3.3 pak odtud plyne tvrzeni.
b) Kc‘:yh:,r = b, komvergovala, musele by konvergovat také le .

Pozmémka., Reds Z.b_  se mazyvé pajoremtou Fedy = & . Heds
n E“*w n
b_ .

2.8 se mazfvé mimoramtou Fady

»
+ &5 1 2
Ffiklad., Mé&jme fadu 2 . ~ . ZFejm& plati 2° > n(n-1) ,
n=1 m
e 3 1 S 1 1
tJ. ".-2-{.._ :l}l.ﬂﬂdi nz-zm—m+m+m+-..

komverguje (viz priklad z odst. 3.1), proto podle srovmdvaciho
+ 80

kritérie konverguje i fada 2_ -12- a

Priklad. 400

Mé jme Padu 2 L & ProtoZe n > 3 n , plati L T °
n=] Iﬁ : Y

Vne N, a fade Z [mnnranta} diverguje (harmonické ireda).
Diverguje proto i i‘-adez 3——- .




il

véte 3.5 (d’Alembertovo kriterium). Obecné:

1. Existuje-1i &islo q : 0< g < 1 , %e od urZitého Clenu po-
Einajeﬂ(tj. existuje ny tak, Ze fro n g n, ), plati ne-
rovnost

Bh+1 < x>
N  £q< 1, potom Fada a_  konverguje.

2 g

n n=1

2. JeatliZe od urlitého Elenu pu&inaje (tj. pro n = L ) plati
8
nﬂ ': , potom rada Z. & diverguje.
n=1

konverguje &

Limitni: Jestlife {
+1

<1, pctam fade 25 konverguje,

1. kdyZ
n-? + wd

. n+1 s "
2. kdy2 n]:E‘ﬂ & > 1 , potom fada Zan diverguje,
B

3. kdy2 1lim EH = 1 , nelze rozhodnout o konvergenci rady

v Th
2 podle limitniho d*Alembertove kritéria.

Dﬁka:. 1. Flati=1li 8 +1 E qe, pro n 2 Ny s sestrojime Padu

- £ n-1
E-‘ hn 9 h1 = En ] h-z - En +.I puEa Etdi H plEti hn ol h.lq L]
n= 0 0 oo

Protoie 0 < q <1 , Jje Pfada Z h'qn'1 konvergentni majoran-
n=1

tou rady z hn . Froto 1 fads Zan je konvergentni, nebot ko-
nedny polet &lend 8  ,pro které uvedend nerovnost neplati, ne-

ovlivni konvergenci této PFady.

2. Flati-1li 8 4 £ e pek &leny fFady Za rostou od urlité-
ho &lenu poéinaje, nemﬁie byt proto splnéna nutné podminke kon-

vergence: lim & = . Rade z 8, proto diverguje.

/ .
Limitni kriterium je jednoduchym didsledkem obecného kritéria:

existuje-1li 1lim E+1 <1, potom pro dostatedn& velké n pla-

2| n 8
ti: E'H' = qQ <1 . Existuje-li lim 2” y 1 , existuje index
n u: n
n+l 2
n, tak, Ze . >1 pro n = ng .
PF¥ikled. T

Rozhodneme o konvergenci fady 2: :—r , 8> 0 . Plati:
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gnt !

“n+1 (n+T17! 8 8 <1 .

5 = . * p+T ¢+ Derovnost —=r = 5 <1 je ¢ lnéne pro
n't

n > 28 . Froto podle obecného d Alembertove kritéris Pada kon-
verguje. Limitnim kritériem rozhodneme také: 1lim —-f—r =0 .
Se0 T

Véta 3.6 (Cauchyovo kritérium).

Obecné:

1. Existuje-1li &islo q: 0 <q <1 , 2e od uriitého &lenu po-
¢inaje (tj. existuje ny€ N tek, Ze pro n»> ny ) plati
nerovnost

nh

qQq <1 , potom Pads Zan konverguje.

B

&n
3 ;}E Jestli%e od ur&itého %lenu polinaje (tj. pro n 2 no} plati
'.HI b

= “1|an 2 9 , potom Prada Zan diverguje.

Limitni: JestliZe {nj,d'%} konverguje &
1. kdyZ 1lim n—.lfan <1, potom Fada Ean konverguje;
2. kdyZ 1lim n—{an »> 1 , potom Pade Ean diverguje;

3. kdy? 1lim n—{an = | , potom nelze rozhodnout o konvergenci fa=-
dy pomoci limitniho Ceuchyova kritéris.

1
-

b

Dikez. Z pPredpokledu plyne nerovnost 8 = qn < 1 a srovndva-
¢l kritérium zaruduje konvergenci. Na druhé strené nerovnost

= . . . -
n-\, e, = | [ = E.n 2 vylutuje konvergenci, nebot neni splné-
ne nutnd podminka konvergence.

Priklad (pouény!).

Rozhodnéme o konvergenci Fady

Led el sl sl sl i + R |
= '3'2' 5'3' 31' EE' 7 5211_-!' EEE oo
.ﬂ‘.ﬁlambertnvn kritérium:

]
Lighiet . 3 - (%.} . %{1 (pouze pro n 1liché)

8. -
L __/ liché SZnFT
1
n

Iﬂn“'

“sudé+1 . 2

®sudé 5::_!-

_ 1
= {gi *»x 21 (pouze pro n sudé)

n
Znel 2n
n




=5~

Tedy d Alsmbertovo kritérium nelze uZit. Limitni také ne, proto-

=)
n+1

n
Caucgynrn kritérium:

-I pro n sudé,
-»,f \ tj. urcéité plati n'\!’an £ é— <1 , pro

> Pro n 1iché; vi8echna n .

Ze lim neexistuje.

Limitni kritérium nelze uZit,nebof 1lim nq) &, neexistuje:

N NS S N R
lim

::I
ﬁ
H

.
3‘1
1
2

n
Vi

Poznémka. Fofetné je d’Alembertovo kritérium jednodu3si, ale
Cauchyovo je obecnéj3i v tom smyslu, Ze jim lze rozhodnout o kon-
vergenci ve v3ech pfipadech rozhodnutelnych a’Alembertovym kri-
tériem & navic i v pripadech, které d’Alembertovym kritériem
rozhodnutelné ne jsou.

3.4, Alternujici Pady. Absolutné konvergentni Fady.

Definice 3.3. Redu E (<1)%*'e_= @8-83+ a;- ..., 8 >0,

nazyvédme alternujici Fadou.

Véta 3.7 (Leibnigovo kritérium). Nechf plat{ a =
a je 1.1:1 a =0 . Foton glternujici PFada E{-l

> (=1 ] } kcnferg.z.]e ;

Dikez. Oznalime { } posloupnost &dstednych souftld alternujici

fady & vySetrime :i*ré podposloupnosti: { } { 2n+1}
S, T By-Byter-...te, -8, (soudet sudého podtu &lend fady),

ﬂ1-52+33-'"+32n-1'52n+E2n#1 {a:u&e: lichého pol&tu &lend
ady).

Son+i T



b=

]
M __#
-FL :H®ij Ii. ql"

KeZdy sudy &len 8,  Je omezen shore libovolnym lichym &lenem
8o5p.y » b3 {'En; Je neklesajici e omezend shora. Je tedy kon-
B .

vergentnf & plati lim 850
n=r +e

KaZdy lichy &len 8501 Je omezen zdola libovolnym sudfm &lenem

By tie. {'En~l} Je neﬁnatuuci B omezené zdola., Je tedy konver-

gentni & 2.&13' By BB

Frotoie '2n+l = 8, + EEn+1

tds 8'=5 .

Fozndmke (Qdhad souftu alternujici fady). Z pfedchoziho néértku

Je ziejmé, Ze

Ero kaZdé n e N , plati n'= #+0 ,

il

1] .3

w - Rl
B také, Ze <
jo, = 8 | E 8 .,

Tedy soulet g miZeme stanovit pPibliZn&. Aproximaci souZtu s
je &islo B pFidemZ chyba této aproximece nebude vét3{ neZ

Hnﬂ'
.

Definice 3, Rads E:: e, 8 libovolnymi &leny je absolutné
+ 80 i o St

4.
n=|

konvergentni, konverguje-li Fade E]an] .

PF{klad. _ .,

Rad o= el -t ) '

ads : e 8 =] * » - eall = TR alternujici kon-
n= '

vergentni $ads (Leibnizove kritérium), kterd neni absolutné

konvergentni,

Véte 3.8. Konverguje-li feds EE ]an] , konverguje také fada

E:En .
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Dikaz. S =!EII+|EEI*...+‘EHI; 1im5n=5 :

n

8, = 8 * 8y * .. v B,

t). <

jEnIl S, -
Fodle Bolzanova-Cesuchyova kritéria plati: J $n+p-sn ! i
n>mn, , .

n+

7'_'2: 8y < £ . Av3ak > a 6 . _-8_|S
k=n+1 | n+l i k-n+1i kl’l nrp xl ISIH'P

Tedy PFada Zan také konverguje.

Jin€ vyjadreni €1{sle e .
22 1 1 1 >
M& jme PFadu Eﬂ=l+ﬁ*ﬂ+ "'+ﬂ+”' . Fro n =1
1

; <
% =g EH:T . Rade nZi E_T konverguje (geometrické PFadas

8 hacfﬁntum q = %— ); podle srovnévaciho kritéris konverguje
1-

také ZE1T=E.KELYE nn=1+-1l!-+£-!-+...*51!- , potom

n=1
limg, = ¢ 8 8, ,j:ﬂgust.nuci posloupnost.
Plati O < e = s =Z EIT . Zbytek PFady odhadneme nédsleduji-
B k=n+1
cim zpﬁanhem _
- ] 1
Fn*iﬂ (n+ 1!! (n 32!' aT|aeT * ey T
" 1 +“].-f1_'1+_21 N — ]
(n+1 ](n+2}{ﬂ+3) n! —m ':,n""'l ) (n+1 }3

-5, | .

Doké¥eme, ¥e &i{slo e je irasciondlni. Piedpoklédejme sporem, Ze

e =B  kde p, q jsou nesoud&lné, celé ¥isla, g > 1 . Potom

q ¥
Boug & sl ke < HFT 5 T
0< g=8<grg @t O0<pl@alt-s,.qf<qg
Tato nerovnost v3ak nemdZe platit, nebol &isla [(g-1)!, 549
-

|

jsou celd &isle & jejich rozdil je také cele &islo & ql

Poznémke. Fierovnénim Zlend absolutné konvergentni rady se
soutet nem&ni. Toto tvrzeni pro neabsolutné konvergentni rady

neplati, jak ukazuje nésledujici priklad.
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Priklad.

¥& jme alternujici Fadu

+ 00 +

Z('”nl=1-l+’_l+?-1+'-1+ _

n=I n d 5 4 'F E’ T E‘ ssa = 8 ,
Tato rFade konverguje (podle Leibnizove kritéria) e Jeji sou-

&

et je 8 . ZFejmé plati e 1 .

8 _ 1, 1 .1 1.1 1 1
2l ah B S i R A UM AT S

-]

= 1
E+1“'.""1-F?+

1
L
1
5

+

M-—-‘- Yy —

=‘|+.5...

Tedy 38 =8, 0dkud 8 =0 . To je v&
B E
2‘1

1 1 ] 1
T CTETTO -T2 e

ak ve sporu & nerovnosti




-49-

4. Reélné funkce jedné redlné proménné.

4.1. Zéklaedni pojmy.

Definice 4.1. Nechi D< R . Zobrazeni f: D—> R nazyvdme
redlnou funkel jedné redlné proménné (kaZ2dému prvku mnoZiny D

Je prirazeno prdvé jedno ¢islo z mnoZiny R ). Prvkim mnoZiny

D fikéme: vzory, argumenty, (nezévisle)proménné e smadime x, t,
8,+.. € D ; jejich obrazy: y, 2z, u,... Jjsou tzv. funkén{ hodno-
ty. MnoZine argumentl se nazyvéd definiéni obor funkce ...

.o+ D = D(f) ; mnoZine obrazl se nszyvéd obor hqﬂgg} vos H = H(L).

Znalime: y = f(x), x ¢ D nebo f: x+>f(x), x€ D ,
3 =tp(t), teI , tj. I=D(y).

Grafem funkce f rozumime mnoZinu dvojic [jz,f{:}J, xe D,
8 znézornujeme v soufsdnicovych systémech! Rikéme, %e funkce
je déne (zedéna), je-li dédno pfitrazeni (pravidlo) f & defi-
niéni obor D(f) .

Ne jbéZné)& zpisoby zadéni funkce: explicitné;
a) analyticky = matematickym vyrazem {furmuli](:

E_Pllﬂltnﬁ*

b) graficky - tj. grafem (diagram, "charakteristika",...);
e¢) tabulkou: jsou dény dvojice [,:i,ffzi]] pro Jjisty vybér bo-
s x; € D(f) .

Poznémka. N&kdy (vyjimeéné&!) nevypisujeme definiZni obor, ale
pouze uddme prifazeni formuli. Potom definiénim oborem rozumi-
me mnoZinu viech €isel z R , pro kterd md dany vyraz smysl.

PFiklad.
£(x) = § x+1 = D(£) = {-1,+e0)
1
(x) = = = D(g) = (-1,+00) .
g 1 g ’

Restrikce (zuZeni) funkce f nea podmnoZinu: Je-li f: D—R ,

potom funkei g: I}i—!rﬂ , kde 1. IJ1 <D,
2. g(x)=f(x),xe€D ,

nazyvéme restrikci funkce f .
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Priklad.

Funkce y = x°, x € <=1,2
je restrikci funkce

£ = tE; t€R

(¥ = 12. x € R)

Priklacy funkeci

1. Mocninné funkce: f: x— :n, x€ R; n€ N (pevné) ,

resp.: y = x" , resp. f(x) = x™ .

H(E) =<<G,+WJ pro n sudé ;
(=20,+90) pro n 1liché .

2. Znaménkovéd funkce:

f(x) = sgn x, x€ R , g
1, x> 0y

ugnx=<—ﬂ,::=r::-; 2
-1; X € 0,

3. Funkce jednotkového skoku (Heavisideova funkce)

2 -
() me e BN Oy p gy ¢

8 posunutym argumentem:

_——1, x % a ; ']T '
(x-a) = p =T -
% H"’"‘D,x-ﬂa. -_— ——)

i "
4. Funkce intervalového impulsu (impulsni funkce)

0, x< a ; A
f(x) =f-::

e e
\D,x}b.

~—
i
.U
@

1, a=x%b;
(f(x) = 4 (x~a)- & (x-b)). 0
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5. Funkce "bodového" impulsu (bodové sily, bodového néboje)

4
Fro dané e € R & zvolené g£>0 : R

y

_fg-';. x € (e -g,8+£) ; o B A
\U,IE<E—£_,E+£.>. : :

J;(I—ﬂ}

Limite posloupnosti funkei {J; {x-a}}.
n
pro libovolnou volbu {E'n}' En-—-!-ﬂ '

(nepf. £, = ;—1] Je tzv. Diracove di-

stribuce, resp. Je vyjadrenim (konkre-
tizaci) Direcovy distribuce.

6. Dirichletova funkce: ){1 e
£ix) = —0, pro x iraciondlni; = . T
1 y pro x racionélni. o Gih

Definice 4.2 (rovnost funkci). Funkce f & g Jsou si rovny
(f = g), kdy 2 1. D(f) = D(g) ,
2. f(x) = g(x) VxepD.

P¥{klad. Vyjesnit rownost funkci:
£,(x) = :g s X € (=00,400)
£,(2) = =2 , T € (0,+00) ,
fJW] =y , ¥ € {0,+%) ’

2
fﬂt)

pouze £, = f4 .

t“ , t € (0,+e0) .

Definice 4.3 (ndkteré t¥idy funkei). Nechi je ddna funkce
f: D—R e D obsshuje alespon dve body. Funkce f se nazyvé:
1. rostouci{ v D , kdyZ: V:.I,:E € D: x, < X, = f{:.l) < r{::z} ;

2. klesajic{ v D , kdy%:Vx,,x, € D: x, < x, & f(x,) > f(x,) ;
3. neroatouci v D, tmri:b':“xz € D: x, < xzﬂ‘# r'(x, ) # f{12} ;
4, neklesajici v D,kdyZ: 'i":‘ y X5 € D: x, < Iz-b ri: 5 ffle ;

5. ostfe monotonni, kdyZ je bud rostouci nebo kleaa;li::i. mono ton-
ni, kdyZ je bud neklesajici nebo nerostouci;

6. konvexni ns intervalu D , kdyi:
Vx,,x, € D: f(xx,+(1-)x,) = uf(11 )+(1-e )f(x,),x € <0, 1)
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cstlfe konvexni ne intervelu D , kdyZ:

Vx,,x, € D, x, ¥ x,,00 € (0,1 : flox +(1=o)x,)< &f(x,) +

bd | +{I-:.}fl.12} -

/. ,.
|/ N

. .- octre konvexri
| kenve xni

7. konkédvni (ostPfe konkévni) na intervelu D : ... Pleti obréce-

né nerovnosti;

8. sudé ne symetrické mnoZiné D (tj. kdy? x € D = -x € D),
kdy2 f(-x) = £(x) ;

9. liché ne symetrické mnoZiné D , kdyZ f£(-x) =-f(x);

10. periodické na D , existuje-li tekové &islo T > O , Ze:
e)¥xe D= x+Te€ D, x-T €D ,
b) £(x+T) = £(x),Yx € D ;
ne jmen3i &€{slo T s témito vliastnostmi se nazyvéd zdkledni
perioda;

11. omezend v D , existuje-li #islo K > O takové, Ze
Ift(x)| K,V xe€ D (shore omezend, zdole omezend);

12. prosté (injektivnf) v D , kdy? Vx, ,x, € D, x, ¥ x, = £(x,) #

#f(x) .

VEta 4.1. Je-1i funkce f: D> R ostie monotonni v D y potom
je prosté.

Dikez. 2 predpokladu x,< X, plyne bud £(x,) < f(x;) nebo
f(:ll > r{:EJ . V obou pfipadech je r(:1} # f[:z} o

Poznémka. Obrécené tvrzeni k v&t& 4.1 neplati: prostd funkce ne-
F
musl byt na D ostfe monotonni:

?I r:(f’l} Jf Fr#_rfﬂ'

-

a hnen! m‘:f;g
r ”
mene fw-_.,,, nag ..I}

rY




T

Definice 4.4 (dloha: rovnice o jedné nezndmé). Je déne funkce
f: D—»R a ¥fslo y,€ R . Ulohe najit x,e€ 'D tekové, Ze
f[xﬂ} =¥y » o€ nazyvé rovnici o jedné neznémé a zapisujeme

fix) = Yo *
Cislu X Pfikdme FeSeni nebo teké kofen rownice.

Poznémks. Je-=1li f elementdrni funkce nebo Jje uréena elementér-
nimi funkcemi, délime rovnice na:
linedrni, kvadratické, kubické,... (tzv. algebreické) a

exponenciélni, logaritmické, goniometrické,... (tzv.transcendentni)

Nept. eX+ 12+ 1 = tg x Je trenscendentni rovnice,

x3+ X =-1=20 Je algebraické rowvnice.

Vi&ta 4.2 (Pfe8itelnost rowvnic). ME&jme rovnici f(x) = Yo Ve smys-

lu definice 4.4 s necht H(f) oznaduje obor hodnot funkce

£: DR .,

(1) KdyZ Yo € H(f) , potom rovnice f(x) = Yo mé espon jedno
feSeni (kofen).

(2) Kdy2 f je ostPe monotdénni v D , potom rovnice f£(x) = Yo »
Yo ¢ R mé ne jvySe jedno fefeni (koifen).

(3) Kdy2 £ Jje ostie monotonni v D a Yo € H(f) , potom rovnice
f(x) = Yo méd préavé jedno PelSeni (kofen).

Ddkaz. Tvrzeni (1) je zifejmé. Tvrzeni (2),(3): Necht existuji dvé
fedeni x,, x, & x, # x, . Fotom f{:1) = Yo f{:E} =T ?ak
oviem f(x1] = f(x,) , coi odporuje pfedpokladu ostré monotonie.

Definice 4.5 (inverzni funkce). M&jme prostou funkei f: p-2%y .
Funkce « definovenéd na H , kterd kaidému y € H prirazuje to
jediné x € D , které je PFedenim rovnice f(x) =y , se nazyvé
inverzni funkci k funkci f & znali se f-ﬂ H—D . P{iSeme ta-

e e N R

ké: y=f(x),xe D & x= ffkyi, ye H.

Véta 4.3 (existence inverzni funkce). Je=1li funkce f: p-28,H

ostie monotonni, potom ne H existuje inverzni funkce fii, kte=-

ré je teké ostie monotdnni.




_54-

Dikaz. PFodle véty 4.2 (3) rro kaZ2dé y € H existaje prévé
Jedno redeni rovnice f(x) =y , tj. existuje funice f"! yox .
KdyZ pro x, < x, Je f(x,) < f(x,) , potom fro y, < y

; 1 4 1 o i o 1 22
existuje x, = £ (y ) X, = f {yE] aJe f (y.)< £ 1[32] ;
kKadyby bylo Xa % X, ,,..1 by muselo byt £04) Z fe) a +o je cpor,
Pfiklad.

A

e — — e s e e

%--—-.

b

Definice 4.6 (superpozice funkci). ~ Mé&jme dvé funkce:
f: D—»H ,
g: & >4, Hc 28 ,
kde D, H, %, ¥ jsou podmnoZiny R .
Funkce h definovanéd v D (s oborem hodnot v M ) piedpisen
h(x) = g(f(x))
se nazyvéd superpozice funkci g & f 8 znef{ ae h=goeo f .
UZivéd se teké termin sloZené funkce.

mnemotechnické pomicka: y = f(x) ; x€ D, y€ H
z=g(y) ; yede, ze ¥ [2= 8.

.,
S

o

Ze argument funkce g bereme pouze ta y € H , kterd jsou
obrazy (funk&éni hodnoty) Zisel x & D zobrazenych funkei f .

Priklad.

z=gs8infx*! : z=8iny , = (=00,+00) . H=<-1,1>;

y =V x*1 ; D =<{-~1,+e0) ; H= {0,+00) ,
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Poznémka. Cpercce superpozice neni obecné komutativni:
Eﬁf#fﬂg-

==ainr;, | jr=llliain:: )

g(£(x)) J £(g(x)) .

Poznémka. Anslogicky zavédime i vicenédsobné superponované

funkce:
2 = 8in wx+1 : g=8iny ,
L H? ’
v = x+] .

Disledek definice 4.6. Jsou-lli f =8 navzéjem inverzni
funkce, tj. y=f(x) ,x€D ,ye H a
-1
I=f(j’},3EH,1£D.

otom f g . '
F F f{ (F)} } r 8 f JE ti tﬁ nea .
b 4 gf{x}) identic zobrazen
¢ ¢= f Jje identické funkce na D ;
-4 n= il i e

tdo Lo L Hepll s £ 0 £ : D=eD .,

Ne cvideni vénovat pozornost této problematice:

1. defini&ni obory funkei;

2. oblesti monotonie , sudost, lichost, periodinost, omezenost;
3. inverzni funkce, kompozice funkei.

Priklad.
Definujme na R funkeci F pPedpisem: "Fro x ve tvaru neko-

ne¥ného desetinného rozvoje F(x) bude oznadovat podet
vyskytt &islice 5 ne prvnich deseti mistech tohoto rozvoje za
desetinnou &érkou”,
Nept.: F(0) = 0 ; F(1) = F(xr) = 2 , nebot T = 3,1415926536 ;
F(z) = 1 , nebof & = 0,1250000000 .
Funkce F je periodické s periodou 1: F(x+1) = F(x)
sudé, nﬂhuf F[—x} F(I}
omezens: £ F(x) £

R e s e Y

i ==

Ne cvideni dokazat:

i, Sudé funkce nemiZe bt ost¥e monotonni.

2. Sudé monctonni funkce Jje konstantni.

3. Funkce soulesné sud4d & lichd je nulové,

4. Feriodické funkce nemlZe byt ostie monotonni.
5. Feriodickd monotonni funkce je konstantni.
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Definice 4.7 (slgebraické opersce s funkcemi). “echi funkce
f & g mejl tyZ definién{ obor D . Potom definujeme:
1. Soudet: f + g: x€ Db y = f£(x) + g(x) ,
2. Rozdil: f - g: x € D y = f(x) - g(x) ,
3. Sou€in: f . g: xe D y = f(x)g(x) ;
Can T ™
4. Podil: -E-: X & B}——Iy=fx} y &g(x) #0 ,

N ElLX

. (x) ,WEE i

2. Nésobek &islem: « f: xyr>y

Pfiklad (provérit!),.

1. Soulin liché & sudé funkce je liché funkce.

2. Soulin dvou lichych funkci je sudé funkce,

3. Soutet & soulin T-periodickych funkeci je T-periodické
funkce (y = fg x sin x je 2x -periodické funkce).

4.2. Nékteréd elementdrni funkce.

Zékladni elementédrni funkce

/ \

algebraické: transcendentni:

celiatvé
racinnﬁlnififlﬂmEnﬁ goniometrické

iracionédlni cyklome trické
exponencidlni
logaritmické
hyperbolické
hyperbolome trické

4.3. Limita runkaa.]

M&jme funkei f definoveanou v D(f) € R e nechf Xy Je
hromadny bod delini&niho oboru (tj. mdZe byt Xq £ D(r),
ele v kaZdém jeho okoli leZ{ nekone&n& mnoho bodd D(f)).




-

Definice 4.8 (Heine). &) KdyZ existuje b e R takové,

22 pro keZdou posloupnost {xn} c D(f) , x. # x, , konvergu-
Jic{ k &islu Xe s posloupnost {f{:n}} konverguje (n-—> +eo=2)
k ¢islu b , Trikdme, Z2e funkece f mé v bodé Xq limitu b

g piSeme

lim f(x) =b .
X—>Xq
b) KdyZ pro kasZfdou posloupnost {xn}r: D(f) , X, ¥ X, kon-
vergujici k &1iaslu X5 s posloupnost {f{xn}} diverguje k +<°
(resp. -}, pi3ene
lim f(x) = +=0 , resp. lim f(x) = = s,
Xy Xq X—Xq
c) Kdy? existuje be R takové, Ze pro kaZidou posloupnost
{In}c D(f) , divergujici k + =¢ (resp. =-o°), posloupnost
{£(x )] konverguje k ¢fslu b , Fikéme, Ze funkce f mné
v +e0 (resp., -e0) limitu b, a pi3eme
e el s g P
lim f(x) = b , resp. lim f(x) = b .
X— + o0 X—¥=-00
d) KdyZ pro keZdou posloupnost {xn}.: D(f) , divergujici
k + % (resp. k -e0), rosloupnost { f{:n]} diverguje k + @,
piSeme

lim f(x) = +%0, resp. lim f(x) = + o0
X =» + 00 X =p = 08
Analogicky definujeme: lim f(x) = = e ,
X =¥+ =0

lim f(x) = - o0 .

X =~ = 00
Friklad.
Stanovme 1im :2 . Necht {111] Je libovolné posloupnost bo-
X=»2
dd x_e& D(f) tekovd, 3e x -—2 , x # 2 . Potom f(x ) = 12 ;
n N R : . n
Fodle véty 2.6 (algebras limit) Jje :.n—:-E ¢ E3u lim x° = 4 .
xX=»2
Pr{kled. 5

F L » : 2
Stanovit E‘«]&% e ; X # 1 . Necht {xn} je libovolné posloup-
nost bodd x € D(f) tekovd, Ze x —0 , x_ # 0 . Potom
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£(x ) 2:';";-1 Exiﬂ
X = . Opet podle véty 2.6 jJe lim = 1 ti.
n In-! P P y J Mg _r ] J
E
lim —--1— "
x=»0
Priklad.
Stanovit: lim = , lim &, lim &, lim & .
x>0 ¥ X—=»2 X—»e0 X X=» =0

1

Pro libovolnou posloupnost {xn} x,—>0, x, >0 je _......,+-a
Fro libovolnou posloufrnost {xn}: xn——}ﬂ y X, < 0 Je i———‘p-ﬂ-ﬂ }

—— L diverguje:
*n

rikéme, Ze funkce ;—[ "neméd v bodé O limitu”.
1

Fro libovolnou posloupnost : X =» +00 je —-=30=plim l=0
{x"‘] - *n x4+e0 X
. : 1 3

Fro libovolnou posloupnost t X -0 j¢ —=30=p lim = = 0
fxni 0 *n x3=-o0 X

PFiklad.
]

Méjme f(x) = ain £ » X #0 . Stanovte 1lim sin %, Zvolme
x=>0 -

1 . y .
X, = == . Pk f{xn} = 8inn®T® =0, tj. 1lim f{xn} =
2

Zvolme y = T Fak f{xn] = ain“nﬂi% = ¥ , Ej.

lim r{yn} = 1 . Tedy poslougnost {f{xn)} Je divergentni;
*ikédme, Ze funkce f(x) nemdé v bodd x = 0 1limitu,
o B e i T B e e T T A

Definice 4.8’a) (Cauchy). Funkce f mé& v bodé X, limitu
beRkdayz: Ve > 0 3d=d(e)> 0 ¥Yx: 0« lx—xO\.: J =
2 [f(x) -b| <&

dbeR A Veso IS0 : 0<|X=Xol<d = |FEI-bI<E .
Priklad.

DokaZte podle Csuchyovy definice limity, Ze lim 2% = .
I—rD

UvaZujme nerovnici |2%-1|<g , tj. 1-g < 2¥ < 1+ ¢ ,
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tj. pro dostateéné melé g > 0 je

In(1-€ ) & In{i+ £)

in ¢ < in & :
I*-.__—..,___. e S
X X2

Oznadime d = min{l:1],|:2|}... takové
jminimum jist& existuje pro kaidé (dostea-
teén& malé) £ > 0 . Kdy% nyni x| < d :
pak také X, < XxX<x, , 8 tedy také 1 - £ < 2* <1 + £ , nebo=-
it |25 ~1] & & .

Pnnngggr:

1. Lze dokdzat, Ze funkce f mé vlastnost D 4.8 a), prédvé kdyZ
mé vlastnost D 4.8°a), tj. Heineove & Cauchyove definice li-
mity Jjsou ekvivalentni.

2. lim f(x) nezédvisi na volb& posloupnosti {1nF 8 nezévisi

I—}x.o

ne tom, 2zde Xq patfi &i nepatifi do definiéniho oboru funk-

ce T .
3. Topologické definice limity (ekvivalentni dvéme pPedchozim)
lim f(x) = b &> VU_(b) 2 Pg(xy): x € Pg(xy)n D(f) =»

x—
o =% f(x)e U.(b) .
4. "limite" Je vlestnost funkce f v okoli bodu X,y = tzv. lo=-
kédlni vlastnost - charskterizuje chovéni funkce f v okolil

bodu :ﬂ .

Véte 4.4. Existuje-li 1lim f(x) = b (be R), potom je jedinA.
X~ X5

Dikaz (sporem). Kdyby existovely dvé& limity b, ¥ b, , musels
by existovat posloupnost Xn=*Xq » X ¥ Xq takovéd, Ze

f{:n}—4-h1 A f{xni-—phz - co? neni mo2né: konvergentni posloup-
nost {f{zﬂl} mé pravé jednu limi tu.
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Véta 4.5 (slgebrs limit). Necht funkce f & g maji spo-
leZny defini&ni obor D @& nechf existujf limity

lim f(x) =b e R |, lim g(x) = c e R .
X->X, XX

Potom existujl limity funkci f & g, feg ,-é (g(x) # 0, x e D)
a plati:

2 + i + - -+
1. 1lim [f{:] - g{:}]n lim f(x) - lim g(x) =b =-¢ ,

X=X, X Xq X=»Xq
2. lim f(x)g(x) = 1lim f£(x) . lim g(x) = b.c ;
X-» X X-»X, X = Xg,
lim f(x) b
Rl FOT = HEsr =8 » c¥o0 .
%
Dikaz., Dasledek prislu3né véty o posloupnostech.
Pfiklad.
FrotoZe lim x = =} lim x® = (lim x)? = xg .
X—>X X=X X—3X
0 0 0
Priklad. (x.)
F(x
. P(x) 0
lim = pokud Q(x.) #¥ 0O
x—x, Q%) W7 0

V&ts 4.6 (- srovnédvaci). Nechi funkece f, g, b maji spoleZny

definiéni nhur D
1. Kayz £(x) £ g(x) , x€ D =& existujf limity

A
lim f(x) e lim g(x) , potom plati \\x;g//
X —>Xq X=X, - f

|
lim £(x) £ 1lim g(x) ; ;

X~ X, XXy Xo

2. KdyZ f(x) = £ n(x) = 5{:} s X €D
a existuji limity
lim f(x) , 1lim g(x) a jsou si rovny, potom existuje také
X—» xﬂ J':—}ID

lim h(x) a plati 1lim f(x) = 1lim h(x) = 1lim g(x) .
X -y Kg X—>Xq X—¥Xq X=X,

w
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Dikaz. 1. Disledek pfisluiné véty o posloupnostech.
2. Dhsledek vi&ty o sevieni (vé&tea o 2 policejtech).

Priklad.
. sin X
x—>0 ’/;
. I
Z obrédzku: 1
0 < l:in :idl:]{ ::Ei
(A
pro [1|'{ T
4 1
ol S |51n 1\ = cos X :
x 1
resp. 1< Bln X L co8s X
a uZije se vatas o sevieni.
Pfiklad.

1g (1+ %= e .
X=¥+ 00 s

Vybereme libovolnou posloupnost xﬂ-ar+nﬂ takovou, Ze
n-::::n{ n+1 .1

1 1
Fotom E:T-f E; < 5

1 1 1
EEET CI A SR
X
1 \n IR 1,n+1
G —In} < (1+ =)

a uZije se véte o sevieni.

Véte 4.7 (omezenost a limita). Kdy% existuje 1lim f(x) , potom
X=X
0

existuje prstencové okoli F;(:D} , ¥ némZ je funkce f omege-

né.

Dikez. Disledkem tvrzeni, Ze konvergentni posloupnost je omeze-

n&.
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Definice 4.9 (jednostrenné limity). Cisle b se r zjyvéd praevo-
strannou limitou funkece f v bodé X5 kdyZ pro . a%fdou posloup-

nost {x }, x > x5, X,—> X, Jje niifmf[:::n} = | ; piSeme
b= lim f(x) = 1"[10+ 0) é
X=Xyt

C1slo b’ se nazyvé levostrennou limitou funkce f v bodd Xq
kdy% pro ka%dou posloupnost {:ﬂ} » Xn < X, X =P Xy Je

z n
lim f{xn} = b ; piSeme
n-» 00
b= lim f(x) = £(x.- 0) .
X Xq= 0

Poznémka., Lze (provedte!) vyslovit ekvivalentni Csuchyovu
resp. topologickou definici jednostranné limity

(¢

o
b

a lze formulovat "jednostranné” verze pfedchozich vét.

Véte 4.8 (kriterium existence limity = nutnd e postadujic{ pod-
minke pro existenci limity). Funkce f definované v okolf
hromadného bodu X mé v tomto bodé limitu prédvE tehdy, kdyZ
existuj{ obé& jednostranné limity a tyto limity jsou si rovny,
tj. kdyZ plat{

f{xﬂa 0) = f(:n+ 0) .

Dikaz. 1. Kdy%Z 1lim f(x) = b , potom pro ka¥dou posloupnost
X=>X,

{xn} y X=X, Je f{xn]—p-b nezédvisle ne tom, gda X, > X,
nebo x < X -
2. Existujd r{:.r.D+ID} 8 f(xD-G} a plat{ f{:,jﬂ]} = f[:ﬂ-ﬂ} = b .

Necht {xn}c L) ; X 7 Xg 2 X => X5 o Fotom bud X, < X5 FPro
skoro vSechna n, nebo x > X, pro skoroc vSechna n 6 nebo



e

{xn} ={3n}u{zn} y Yp < Xp a zZ, > X o Vv prvnich dvou pfipe-
dech f{xn}—rf{xﬂ-ﬂ} , resp. f{xn}-—} r{xn+0} . b3 f(tn}-—rb .
Ve tietim pfipade f{yn}—-? f{ID-D} ; f{tn}—if{xﬂ+ﬂ) , tde

f(xn}drb . Fodle Heineovy definice limity tedy 1lim f£(x) =Db .
X=» X,

véte 4.9 (limita sloZené funkce). M&jme funkei h(x) = g(f(x)) ,
xe€D, kde £: D—R ; g H—R, H(f)c 3 =& nechi existu-
j4  lim £(x) = Yo lir s(y) = b .

X-rX, ¥y=2¥q
Je-1i splnéna slespon jedna z podminek:
(1) existuje prstencove okoldi P{xﬂ} bodu X, tak, Ze

f(x) # yy PTO viechna x € P(x,) n D(L) ;
':2:' b = EL?D] ]

potom existuje 1lim g(f(x)) =& plati 1lim gf-Ffﬂ)# -
X-¥X, X=¥ Xp

Poznémka. Analogickou v&tu lze dokégzat i pro Jjednostranné li-
mity & pro limity wnevlastni @ v nevlastnich bodech®.

( LI\?{({:}) Hf&]
A\
\
9 \
. : \}ﬂ';l\ ﬂ-.’Dt’g)
, | R H({)
& it
/ N
‘ i D (%)
—_—

F[I')
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Pf{klad.
; 1{ el
Uréime lim Jx +1 :
xX=2
y = £(x) = x°+1, xo= 2: lim £(x) = 5 = y,
X=>»2 ) lim g(f(x)) =
X2
g(y) =f;, Yo= 5: 1lim g(y) ={5=1 ) = lim V:EH =V .
y—r5 X2
Priklad. i
Ur&ime 1lim (1+x)* :
x>0+

y = f(x) = %', :U= O+ , lim.f(x) = *-ﬁﬁ

i lin g(£(x) =
x-» O+
gly) = (14 ;—,}3. Yo =+, lim g(y) = e/ = lin (1+x)* = e
y=» +00 /

f(x) 3, pro x # Xy , tj. ¥ # +0 pro x # 0 =9 podminka
Je splnéna.

Déle platf: lim (1+ )Y = lin (1= P7% lin ——tep = e =,

y>=00 Y | teatoo toss0 (1= 'f] H
t = -y ; tj. lim (1+x)* =e .

x—r0-
P¥{kled. _1

X

Uréime 1lime” , kdyZ x—0+ , x> 0- , X—+00, X —3 =~ 00;

e:"x’ kiyl x>0+t & yo> -0 = z.50+ )
BY) = 5wy X=>0- 3 y—»+00 = g—>+00 ]

X = +e0=p }?‘*D-- ‘-ﬂ' g —>1= ]
y X—) -wp y—y0+ =D z—>1+ ,

L I I i —
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Foznémka. Fredpoklady (1) resp. (2) v&ty 4.9 jsou nutné. Jejich

nesplnénim véte ztrdci glatnost. "
Méjme sloZenou funkei g(f(x)) , kde a E"€£?J
yuaftxl =0, FraB , S—— 5,

- ~0 ,pro y#0,

z= g(y)= )
Ty , Pro y =0. 4 el

Zde existuji limity:

lim f(x) = 0 = Yo i lim g(y) =0 =Db ,

x—»0 y—0

avdak: g(0) = 1 ; Jje tedy g{yﬂ} # b (nen{ splnéna podminka (2))
e také f(x) = Yo Y okolf x, =0 (neni splnéne podminka (1)),
Ne druhé strané g(f(x)) =1, Fxe R, nebof f(x) = 0 pro

Vx € R , a tedy lim g(f(x)) =1, tj. limite sloZené funkce ne-
x-»0
ni rovne limité& vnéj3i{ funkce.

Dﬁﬂlﬂ ﬁg Té t:’_" " g-t

(1) 1lim f£(x) = lim f(-x) , existuje=1i nékterd z t&chto limit.
I*"‘" IG+ X—» -K:;"

b

(2) lim f£(x) = 1lim r(l} , existuje-1i né&kterd z té&chto limit.
X —»+ 0 x—>0+ =X

(3) lim f(x) = 1lim f{:D+hJ .
X—rX, h->0

4.4, Nékterd dael3i fakta.

1

1im 2BUTX) = 4 Lap (ex) = In(4)¥ > ne =1
x—>0
lim e - =1 : e%~1 = g=p x = In(1+2) =» - —
-, In(T+z) ’
lim &* = 1, @ > 0 : z definice limity ,
x-»0

. log, (1+x) | :

im — = o oy B 1
I__’D jn e ] ¥

a*-1

lim =1lna ,a> 0,

x=30



il

EI
X% +p0
1im 18X - o
']
x—»+80 X

Poznémka. Funkce f se nazyvé omezené ve srovnédni s funkel g
(g-ome zend s pro X—>Xqy kdy% existuje intervel I obsahujict
e konstenta C takovd, Ze plati

lex)] fclg)l, xe1 X # Xy .

X0

Stru&né piSeme (a2 Zteme) f(x) = 0(g(x)) , xX-—>»Xx, .
Je-1i g(x) = 1, pak zépis f(x) = 0(1) znemenéd normélni omeze-

nost.

Existuje-li kone&né limita lim fix) , pak f = 0(g) .
glx

Je=1i £ =0(g) a g = 0(f) , X =X fikéme, Ze funkce f
a8 g Jjsou a%einéhu Fédu pro x->» X, .

- " x = L] #
Je-=1li lim Ty - 1 , Fikéme, Ze funkce f & g Jsou 81

asymptoticky rovny (v okoli Xq ) B piSeme f ~g .
o e e e P ™,

Piriklad.

ProtoZe 1iE IDD;:: = 100 = e* , 100+x jsou stejného PFédu pro
y S e

x—»0 .

Priklad. ' :

Flati: lim El%—i =1 ; lim EEEE ] 4 lig EEE%£E-£-=
x>0 x—0 A=»

x
1in GZQLEX . g | gjp 100D oy iz =l , tj.
x—=>0 x>0 X-»

x ~8in x ~ tg x ~ arcsin x ~ arctg x ~1ln(1+x)~ S

P¥ikled (metode asymptotickych rozvoji).
1im sin 2x+2arctp nggxz = iin E:+E:+312 . )
x—0 ln{1+3r+singx] + xe* x—0 3x+x“+x

U%ili jeme vztehy 1n(1+z)~ z , Xe*~ x pro z-30, x—0 .
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Definice 4.10. (islo ¢ 8e nazyvé &dstefnou limitou funkce f
i e
pro X—» X, , Jjestlife sxistuje paslcupnnat {x,}» x, # xo teko-

vé, %e pro X ~»Xx5 Jje lim ﬂxn] g
n-» +s0

Jednostranné limity Jjsou piikladem Eéateﬁnjch limit.

[ Pf{klad. 4 4

f{I}=Ein;— pro x-—» 0 : _'_"'A__/n “F_/Y__
2éstedné limity Jjsou nepf. "
1, -1, 0, ... atd. \J U d j J

-4

Definice 4.11. Nejvét3{ & nejmen3i Zdstelnéd limite funkce £
v bodé X, 8e nazyvaji horni & doln{ limita funkce f a zna-
e ™

B T L

&1 se
lim f£(x) = lim inf (x) -
X—¥ X, x-yX,
lim f(x) = lim sup f(x) .
X—» ID I"FIO
Priklead.

N duln” LimirEa

% ¥

o ——— e e

limita zleva neexr';tujr.
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5. Spojitost funkci. |

2.1. Spojitost v bodé. Body nespojitosti.

Definice 5.1. Funkce f: DR Jje spojité v hromadném bodé
o e e a
Xy € D (spojitost definujeme v bodé definiénfho ohoru), kdyZ

0
lin £(x) = f(x5) ;
I—?In

Je-11 X,y 1zolovany bod defini&nfho oboru funkce ¢ » FovaZuje-
me funkei f v tomto bodé za spojitou.

Fodminku spojitosti piSeme teké takto: 1lim [f{x)-ffxﬂ}i]= o,
X=» X
o)

nebo 1lim | f(x.+h)=-f(x.)| =0 kde h = x-x. .
naﬂ[ 0 “] ’ 0

Jednostrannd spojitost:
Je=1li f{ID-] = f[:DJ , Pikéme, Ze f je spojitéd zleve v bodé Xq
je=1i f(IG+} = f{ID} , Pikéme, 3e f je spojité zpreve v bodd X

Véta 5.1 (ekvivalentn{ vy jédreni spojitosti T nutné s postadujicy

podminky spojitosti = kritérie spojitosti).

a) Cauchy: Funkce f je spojité v bodé Xy € D(f), prévé kdyi:
Ye>0 Ja(g)>0 Vxe D{f):lx-xnldﬂll #|f[:}-f[1ﬂ,}f <z ;

struéné: :ﬂ-;-: ::-::D+Ir=} r{xﬂ}-.tn: r{:}-:r{xD}+:. A

b) Heine: Funkce f je spojité v bodé X, € D(f), prévé kdyi:
pro kaZdou posloufpnost {:n}: D(f) , X>Xg 5 X & X5
posloupnost {-f{:n}]' konverguje k f(x,) ;

gtrudné: lim f(x_ ) = f(lim x_ ) .
n=>+e0 0 ny+s0 B
c) topologické: Funkce f je spojitéd v bodé X, € D(f), prédve

kdyZ:

VU (£(x5)) Us(xy) (Fxe U(xy) n DIL)) 2 f(x)e U (£(xy)) .
d) Funkce je spojitéd v bods X, € D(f), prévé kdy: existujf ko-
nedné limity f(xy=) , f[xﬂ+} a plati r(:U-}==f{xD] = L(xy*) .

Definice 5.2 (body nespojitosti). Nechi f je definovéne v oko-

11 P{Iﬂ} hromadného bodu X definidniho oboru (pFipouitime
i Y e e T T e

X, € D(f) , aviak F[::D] < D(f)). Bod X, 8e nazyvé bodem ne-

&pojitosti funkce f , jestliZe buwfnent v X, definovéne nebo
N
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i& v néw definovéna, sle neni v ném spojlta.
KdyZ:
(1) £(x,*+) = £(xy-) # £xy): x5 Je bod odstranitelné nespojitosti;
(2) f(xg*) # flxg=): x5 Je bod nes ojitosti 1. druhu;
Zialo r{:ﬂ+}-r(:0-} se nazyvé skok funkce I ;

(3) neexistuje mspon jedns z limit f(x,=), rc:D+J: (vZetné pPipe-

du f{xU:} = 200y, X je bod ntuEu,jit.nuti 2. druhu.

Foznémks. Je-=11 X, bod odstranitelné nespojitosti funkce f ,

potom funkce f(x) , x€D, x¥Xy ,

g(x) =<::
lim r{x}r pro x =
X-»Xq

je apoJjité (v bodé :D] .

X0

Friklad.

UkéZeme, 2e funkce f(x) = x° je spojitéd v libovolném bodé

i
X4 € R, f{ID} = X5 . )

Fodle Heineho: Fro x —X,, X # X, = X X, —>X5
e

P>{klad r t":m:'

- Al -
Ukdzeme, Ze funkce f(x) =Vx je v vodé x, 2 0 spojitéd. Podle
Caychyho: pro X5 > 0 dostavame

[LE‘-'EEI = ;:;g‘t‘ﬁ;-z!__ﬂl . nebot F*'TI_U‘}'T?U « Tedy
0

Ve >03d8>0 takové, ze kdyZ |[x-x,5|< 8 , potom |x-x,\< mﬁ .

a tedy iI::UI <£. Potom H’?—Vf&\-‘fﬂ; zvolime tedy g- EE;E. E

’ . 2
V bodé :D-D:'f?f & pro Ixl & é_, tj. volime 5‘-,5 .

Priklad.
DokeZte spojitost funkce f(x) = sinx , x € R , pro kadé Xy € R.

FPotfebujeme dokdzet, Ze lim |sin x - sin ID] =0 .
XX,

VyuZ%ijeme vzorce: 8in X - 81n X4 = 2 8iN =w— CO8 —5— .

VyuZijeme také toho, Ze pro malé |zl plets lein z | € ] zl.

Takze ™ X=X :+::D P ‘ |:-1D i

sin x = sin 10] = Elain —— ||cO08 ——|= & ﬂlan = ’x-zﬂ
£ 1

—
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Fogneémkse. Fleti-1li ]f[x]-f{::ﬂ]! £ le-xgl , x€<e b , pek
je T epojitéd v ke2dém bodé < a,b>. Splnuje-li fu cce f tu-
to podminku, fikéme, Ze je lipachitzovskéd s konstan ou L .

e e P P .

Véta 5.2 (algehraické vlastnosti spojitych funkei). Nechit funkce
f, g majl stejny definiéni obor & jsou spojité v Lodé x, € D .
Potom Jsou v bodé Xy BpﬂJlté i funkce:

f+g , f-g , fg , ef , [ 2] , E , kdy: g(x) # 0 .

Dikaz plyne z pfislulné vé&ty o limitdch (véta 4.5).

véta 5.3 (spojitost sloZené funkce). Nechi f je spojitéd v bodé
x, @ nechf g je spojité v bodé Yo = f(xy) . Potom superpozice
go f=g(f(x)) Jje spojitéd v bode Xy

Dikaz je disledek obdobné vé&ty u limit (véts 4.9).

Véta 5.4 (lokdlni omezenost spojité funkce). Je-li funkce f spo-
jité v bodé x, € D(f) , fotom existuje okoli U(x,) bodu X
v nemZ Jje funkce f omezenA.

Dikaz plyne z nerovnosti f{ID}-E < f(x) < f{IG}**E platné pro
X E UJ{I'D} L]

VE&te 5.5 (o zachovdni znaménka). Nechl funkce f je spojité
v bodé x, € D(f) =& je f[:u} # 0 .Potom existuje okoli bodu
X, takové, Ze sgn f(x) = sgn f{xn} pro viechna x 2z tohoto
okoldi.

Dikez. Necht f(x,)> O . Protoze Vg > 0, 38> 0 o

Y x: X=Xq I:f plati -§ < f(x) - fixo'} < £ , tedy plati ta-
to nernvnna i1 pro f[:c ) , tjs O£ fix) <\ 2% pro

x € (x ;‘ xo+F} . Her:h’é f{x })< 0 . Sta&i volit £ = -f{:n} g

Poznémka. Funkce f se nazyvéd po Cdstech spojitéd na intervalu
e ™
I , mé-1li v I konelny polet bodl nespojitosti vesmés 1. druhu,




_‘,"]__
roznamke.
1. 1::}';"" X < xqg+ ;=,'.> f[xDJ-E < f(x)< f{:r.ﬂ)*'.!, spojitost;

ul

2 X~ g< x £ ID# r{xU}-,E < f(x)< f{xo}+L ) ®pojitost zleva;
3. Xn fx« xO+J'=P f{xﬂl-—s: f(x) < f{:ﬁn)*t! spojitost zpravs,

4. Xq- F< X< xD+lP=!P f{xDJ-r. < f(x) polospojitost
zdole
<7 £(x,) -"—Ll_l_iEf{IJ : /

- ID—I: X < x5+ I'= r(x) < f(xﬂl-l- polospojitost

iy shora .
<> f(x,) Z lim f(x) .

IJlustrativni piiklady:

_ |
/ |
% to

—

spojitest wleva Spe J'r'fﬂ.lf aprava
' |
\q' \l/
4
!
: |
1 s l —
Xo Xo
‘pninlfpa j?fa.: t a2dola
1 |
#
1 |
| |
| f
% X

A s ot
'prf -;’-J'r‘faj L shora
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neni polospojité zdol - nebof
dolni limita je men%: ne? f{xﬂ}
(Je polospojité shore)

.2, Spojitost v uzavieném intervalu.

Definice 5.3. Funkce f je spnglté v uzavifeném intervelu
e il e

e e

{a,b), je-1li 8pojité v kadém vnit¥nim bndé a2 v krajnich bodech a b
Je spojité zprava y Zleva,

Véte 5.6 (o nulové hodnot® - Bolzano - Cauchy). Nechi funkce
f Je spojitd v uzavieném intervalu {a,b)> & plat{y f(a)f(b)<O
(f(a),f(b) maji opadné zneménka). rotom existuje takové

[e (8,b) , ze £(f) =

Dikaz. Sestrojime posloupnost do sebe vlioZenych intervall

<Bk’bk> postupnfm pdlenim, tj.

b-a s b1'at he=g

Oy=8) ® T 0 B8, B S, tes y Byowy = T3k
tekovfch, Ze f(e )f(b,) < O . :Jumze pro nékteré (e ,b >
nastane f[anl = 0, resp. f{h ) = , bod ! je tim nala:en}.

Fosloupnost délek: —T—}D .

FPosloupnosti koncovych bodd jsou monotonni e omezené, e tedy kon-
vergentni. Jejich limite je &islo f' (e,b) . Kdyby bylo

f(f} > 0 , pak by existovalo okoli bodu f' y Y ném2 f(x)>» 0
(véte 5.5) a obé& posloupnosti koncovych bodd by mé&ly kladné &le-
ny, cof je spor. Fodobné v pfipeds r(fl < 0.

Disledek véty 5.6 (existenge kofene rovnice f(x) = yﬂ}. Je=1li
f epoJjitéd v <a,h> e f(e) # £f(b) , potom pro kafdé Zislo Yo
mezi f(e), f(b) existuje Xy € (eyb) takové, Ze plati f{:nl =

=3‘D.
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Jinak fedeno: SpoJjité funkce nabyvé v3ech hodnot mezi f(a) =
f(b) .

Véte 5.7 (Weierstrassove o nabyvdni mexime & minime). Necht
funkce f je spojité v uzavieném intervalu {e,b) . Fotom
(1) funkce f je v {'a,b) omezens,

(2) existuji tekové body Xps Xy £.<a,h>-, ‘]

fix ) = 1nf P(x) 3 2Lix,) = £ix)
“ xe { &a,b g :iufa.w

Struiné releno: Funkce f spojitd v {a,b) nebyvé (na <{a,b) )
avé nejvet31 a8 ne jmen3i hodnoty.

Dikez. (1) Sporem: Nechi pro ka¥dé n € N existuje bod
x € <a by , Ze 11‘(1 )| > n (tj. £ nenf omezend). Posloupnost
] Je omezend kuncﬂv:.rml body &, b intervealu (E b) Fotom

: ni lze vybrst konvergentni podposloupnost {:l:11 } (véta 2.3).
k

Jeji limite x, musi lezet v (a,b) . Z predpokladu spojitosti

pak plyne £x, ]—}f{xD} , coZ je ve sporu s piedpokladem
k

Iftxn>|=' n .

(2) Oznatme M = sup f(x) . Mdme dokézat, Ze existuje
x€{e,b)
Xy € {a,b) tekové, ze Flxy) = K .

Sporem: Necht pro %4dné x i {e,b) uvedené rovnost neplsati.
Fotom také funkce1 glx) = H'TT_T Je spojitd (e kladnd) v '<a b} y
a tedy omezensa, tj.
) 1

3H1}U.Ufm'ﬂul ’
tedy:
H‘T-.c M= (x) = ffx}{h!-E!T , Yxede,n) .
To Jje v3ak spor, nebot M je podle predpokladu ne jmen3i horni
hrenice. (Ne3li jsme horni hraenici, které je menZi ne? ne jmensi,
e to je spor.)
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Foznémka. Fro platnost véty je nezbytny predpoklac spojitosti

na uzavieném intervalu, pfipadné (obecnéj8i verze © ty) spoji=

tost ne uzaviené omezené mnoZiné vn R . Funkce spc,ité pouze
"kumE;Etni"

ne otevieném intervelu (nepf. tgx v (- g \ “-E-}} obeené ne-

musi nabyvat maxima 8 minime v tomto intervalu.

Véta 5.8.

(1) Je-1li funkce f ostie monotonni v intervelu I e je-li
£(I) (obraz intervelu I ) intervel, potcm f je spojité.
(Postadujici podminke spojitosti.)

(2) Je=1li f s8pojité v intervalu I (nemusi byt uzavieny),
potom mnoZina f(I) je jednobodové nebo interval.

(3) Je-1li f spojité & prosté v uzavieném intervelu I , po-
tom inverzni funkce £~ Je (také) spojitéd v f£(I) .

(4) Hanntépgi funkce mé v otevienéz intervalu I nejvyse
spotetné mnoho bodd nespojitosti & jsou to body nespoji=-
tosti 1. druhu. (Monotonni funkce nemidZe mit body nespo-
Jitosti 2. druhu.)

5+3. Stejnomé&rné spojitost.

Abychom pochopili pcjem ste jnomérné spojitosti funkce £ , je
tiebe si promyslet po jem "spojitost na mnoZin&".

Definice 5.4. Funkce f: I—>R je spojitd na mnofiné IcR ,

e

je=1li spojité v ke®dém bodé x & I (v pfipadnyeh hrani&nich bo-

dech jednostreanné). Jinymi "slovy":
Vxe I VYes>o at{x,t} (Vx’e I:|x"-x] < E{I.i}} =P

= 1:(:'}-f{:Jl <g .

Definice 5.5. Funkce f: IJ—aR , Ic R je ste jnomérné apag’i-

té ne mnoZiné I , kdy?
S i i e R "
Vxe I aVx'e I

Ye>0 3d() (Yx',xe Ii|x"—x|<d(e)) > | eixex)| < 2

resg.

Ye>0 3d(g) (Vxal J:I;.e 1 I:r:-xnl $d(e)) =

2> |rx)-t(x )| <& .




o, i
Foznémka. Funkce f neni ne mnoZiné I stejnomérné spojité,
kdyZ existuje £> 0 takové, Ze pro viechna & > 0 existu-
Ji pﬂsluupnosti {In}'{xr;} takové, Ze lxl;—xn f <d , pro kte-
ré viak lf[::n)—f(xn}l 2N

P#iklad.

UkaZme, Ze funkce f£(x) =
t)J.- ne intervalu (Q,+e0)
né spojité:

FPrvni lﬁést tvrzeni je zPfejmé. Zvolime posloupnosti X, = :—1-
::I; = 75 ¢ Je evidentné Ixr:-xn’ =}El—ﬁ - :-:,= :_rlﬁ- =50 , av3ak

[rt:l;}-f{:n][ = IEn-nl= n—y+

Jje spojitéd v kaZdém bod& xé€ (0,+e0) ,
ale neni ne tomto intervalu ste jnomér-

- HI—I

Pfikled.
UkaZme, Ze funkce f(x) = ln x nen{ na intervalu (0,1) stejno-

mé&rné spoJjitd.

. =n . _ =2n : . . ot B - O
?n:.im?- x, =e ,x =e . Fak sice ixn-:n]=le - ]—
T om
& ¢ ” -
= — —> 0 , avdak 1!{1n}-f{1n)’ = {-2n+n| = n-pteo ,

e

Véta 5.9 (Cantorova), Je-li funkce f spojitd ne uzavieném inter-
valu I , potom Jje stejnomérné spojitd na tomto intervalu.
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6. Zékladnil rojmy diferenciélniho & integrélniho [ _ju.

6.1. Diference, derivace, diferenciél.

Mé jme funkei f: D—»R & wvnit¥fni bod X, € D . Definujeme pro

x € U(xgy): X=Xy = h 24x diference argumentu (v budé Xq ) ;
e i,

f{x]-f(xn} = f(ID+hJ-f{ID] =4 f(xﬂ,hi =Aaf diferen-

e il i
ce funkece f v bodé Xq -
e e e S i T
Znaceni: y = f(x) = &4f 4y = ... atd.
Terminy: pfirdstek, dbytek funkce.
Fro pevné Xq je.ﬂf{xg,h] funkei h , tj. diference funkce
je funkeci diference argumentu.

Friklady.
2.0 2

f(x) = xz:nfTE yh) = (x.+h)“=x~ = 2x.h+h .

. D D D c.! ' h h
f(x) = sin x: a4 f(xy,h) = sin(xy+h)-sin x, = 2cos(xy* z)sin » .
T(x)=f(xy) f{x0+h]-f[xn}

Funkce o = h se nazyvé pomérné (relativ-
G g
ni]diferance (= "primérnéd" zméne funkce). Znali se také strulné:
g
E{- a Je to funkce proménné h = X=Xq o

Definice 6.1.
(1) Rekneme, %e funkce f definovand na okoli U(xy) mé v bo-
L} a - L ¥ L] -
dé X deriveci, existuje-li koneéné limits [:n+h € U{:ﬂ}}
e T .

il
. F(x)=-f(x,) f(xq+h)=f(x,) ) ,
lim — = lim B = (k) = £
X—¥X 0 h—=>0 X=X

T Iimite Frkdme ders funtee f v_bodd" x,.
Neni-li tato limita konecné& nebo neexistuje-li, Fikdme, Ze

funkce f nemé v bodé& X derivaci. V pfipadé jednostranné
limity hovofime o jednostranné derivaci.

(2) Rekneme, %e funkce f mé v bodé Xq, diferenciél, existuje-li
¢{slo A & funkce w(h) =Tw(x-x,) takové, Ze plati

£(xq*h)-f(xy) = A.h+w(h) , lin S8 -0 |
h=»0
Cisle & e (prvni) derivace funkce f v bod& x
il Ny D

g linedrni funkei Ah [proménné h Pikédme (prvni) diferen-

et
cidl funkce f v bodé Xy 8 znalime jej
A e s i P P,




o by
df{xﬂ,h} = Ah .

P#iklad.
Fro f(x) = 13 v bodé X, ¢
£(x)-£(x) = (X-*h)3-x3 = 3x°h + 3x-h°+h>
0 0 0 %o 0 o
Ah w (h)

L f{x}-f{ID] ¥ 31%h+3xﬂh2+h3 2
im = lim = ti.
x>0 = h=o0 n %o v

af (xy,h) = 3xgh ; Pfx) = 3x§ :

Vete 6.1 (derivovatelnost & diferencovatelnost). Funkce f mé
v bodé X, derivaci (Jje derivovatelnd) prdvé tehdy, kdyZ mé
v tomto bodé diferencidl (je diferencovatelnd).

Dikaz. a) Necht £ je diferencovatelné. Potom existuje lineédr-
ni funkce Ah (tj. existuje &islo A ) = funkce w(h) s vlast-

nosti = h}-rD 8 plati
f{xn-'-h} - i’{xD] = Ah+w(h) .
Fotom

FrotoZe existuje limite pravé strany, musi existovat i limits
levé strany & plati

|

ffxﬂ} =Lk

tedy existuje derivace funkce f v bodé Xg »

b) Nechf obrédcené funkce f 1mé derivaci v Xy 5 tj. existuje

kone&né limita £ (xq*h)=£ (xq)
f{ID}zllm h ] t-.jr
h-»C
f(x *h)=f(x,)=-f" (x
lim 0 — oh .o

h=> 0
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Existuje tedy funkce w (h) = f{xD+hJ-f(1D}-f'(xGJh tekové,

se 1im . (h)

La-n

Foznémky (ddileZité!).

1. Diferencidl funkce f [piredstavuje hleswvni (lineérni) Cast
P e s e P P
pFirdstku (dbytku) funkce f & rovnost
af(xy,h) T Lxg*h)=£(xy) = £ (x5)h+ w(h)
ufivédme k pfibliZnému uréeni diference funkce:
Afr &~ df

v bode X s kdy2 h = dx Je malé!

2. Fro funkei f(x) = x Jje XxXy+h-X, = Ah+ w(h) , 8 tedy
w(h) S0 , A=1=P An=adx ®[h = ax

= proménnéd h Jje diferencidlem argumen tu.

Fotom pro obecnou funkci f piSeme
ﬁf(ID.hJ
df (x

Q,h} z r’(xo}dx = f'(x{}] = —

= 0 . Tedy funkce f Je diferencovatelna.

rPfileﬂE (zdkladni fakta).
Nechf D je defini&ni obor uveZovanych funkeci.

1. f(x) =¢: af=0=0h =P (c’)=0,ax=0 .
Derivace & diferencidl konstantni funkce jsou nulové.

2. £(x) = xzz af = {x0+h)2-:% = 2::,,‘.;,h+hl2 = EIE]’;U = 210 ;
di:zixﬂ = 2x5dx .

3. f(x)

n

sin x: Ao f = Et:uu(xﬂ-" ;-)ain 1& - 'Ef—-acns Xg

‘ (sin I}£U = cos Xy
d(sin x]:n = Ccos ID.h .
4. £(x) = e*: Af = :ID+h-exE{eh-1J.£H:
X
=2 £'(x,) = e = 1in S Gﬁ-ﬁh'u ,

h=0

X X
d{exlx = e l:]'..h = g Dﬂx :
0
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X X

5, f(x) = Ex, a>0: af = aX-a 0 o a D{ah-I} .
X h x
f'EID] # b %iiad=l ss Tin @ ’
h=»0
X - -
d(ax}x = @A D1:1 a.h £ & Pln a dx a
D

Véta 6.2, Je=li funkce f diferencovatelnd v bodé& Xy 5 J®
v tomto bodé spojitéd.

Dikaz. Fodle predpokladu existuje A a funkece w(h) takov4,

Ze
%!Ih—] -0 & plati

f(ID+h)-f{ID) = Ah+ w(h) .
Proto%e limita pravé strany Jje O , pek

lim |f(x.+h)-f(x.) |= 0 *
152 [rizgom)-risg) ]

Foznémke. Ze spojitosti neplyne diferencovatelnost! Napf. funkce

£f(x) = |x| je spojité v kaZdém bod&® x € R . Aviak

lo+hl-l0!
n

|0+h! - l0] . -h
= lim e ke -1
h h=0-

£°(0+) = 1lim
h-»0+

£°(0-) = 1lim
h=>0-

tj. r£°(0+) # £°(0-): derivace v bod& O neexistuje.

V&ta 6.3 (pravidle derivovédni & diferencovéni).
(derivovédni = urleni derivace, diferencovéni = uréeni diferencidlu).
Nechf funkce f & g jsou dif;rancuvate£;E v néjakém bodé X4
spoleZného definifniho oboru D . Potom v tomto bod® jsou diferen-
covatelné i funkce

ef, fig; f.g.-§ (g # 0)

a plati;
(ef)” = ef” , c konst. d(ef) = caf |,
(fxg) " = £+g° , d(fig) = artag
(£g]" = £ vty , d(fg) = fag+gdfr
£y- o £ 8-f8" £, _ gaf-fa
2) ey EH O a(z) E—EZ--E , 8 # 0O
A
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f[xﬂ+h]s{10+h}1;{xn}5{10}

Dikaz. (fg)(x,) = lim z
LS 0" h-o0 o
- 1ig f{xD-*h]g{xDm}-f{xn-*h}g{xﬂhf{:ﬂm}g{zml-f.xujg{xﬂ} _
h=0 h
g(x +h)=-g(x,) f(x.*h,=f(x.)
= liz  £(xy+h) —2—C  + lin  g(xy): —2p— O =
h—-»0 h=>0

= f{xDJg'{xU]+g{1ﬂ]f'{xG} , protoZe f je mpojité funkce.
Fodobné postupujeme i v ostatnich pFipadech.

Derivaci v bodé& Xq Jesme definovali jake jistou limitu, tj.
&islo.

JestliZe funkce f mé derivaci v kaZdém bodé x € I , potom
funkei g: I—»R , kterd kaZdému x € I pEifazuje &islo

lim ﬁx*'hg'ﬂ;} = £f°(x) , nazyvéme teké derivaci a znal{ se
h=0
+Eg) .

Je-1li funkce f° spojité v I , Ff{kéme, Ze funkce f je spoji-

Sl N

té diferencovatelnéd v I (tzv. hladké funkce), tj. plati:

lim £ "(x) = :I!"(:D} » pro kaZdé X, € I
X-»Xg

Véta 6.4 (derivace a diferencidl sloZené funkce). MEjme sloZe-
nou funkei F = go £ = g(f(x)) (definice 4.6) & existuji{ deri-
vace f'{xD} a g'uﬂ} , kde yo = f£(xy) . Potom existuje de-

rivace F(x,) =[g{f{x})]' a plat{
X
0

Fi(xg) = 8" (yg)f (xy)
dF (x4,h) = ﬂg{f(:}Jxﬂ = g°(yg) £ (xg)n .

FiZeme také: dF = g‘{ynidf .

Dikaz (strudny néstin).
y=f(x): ax = x-x5 ,

a4y = J=¥g * f(x}'f[lﬂ,} ’
z = g(y): az = 2-25 = g(y)-gly,) .

Fredpoklady: Ay = y-y5 = f£(x)-f(x,) = f'{:ﬂlﬁﬂ w, (ax) ,
A 2= 2-Zj5 = g(?]-g{yu} E 5‘{30;;5? w,(ay) .
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Fotom
-2, = g{f{x}}—s{f{xDJ} =

n

E'{}'D][E"Exuhﬁ w, (n:f]] +w,(ay) =
£(x)-f (x,)

i

g (yy)t ‘{xﬂuﬁi'uﬂ} W, @x)+ W, (£ (xy)ax+ W, mi})

e
Jgiaxl

Pravidlo: d {fix]} N %% ; g% é

Véte 6.5 (derivace inverzn{ funkece). Nechf diferencovatelns
funkce f Je prosté v I a je f£'(x) #0 y X€ I,

Fotom inverzni funkce f" Je také diferencovatelnéd (a prosté)
a plati

Lf-l{,}i'}] E[‘ﬂ:%')j"" .

kde y = £(x), x€ I, y€ H, x = £ '(y), ye H= £(I)
Princip dikuzadVe zmeme sloZenou funkei y = f{f"{y}}, resp. funkci
¥ - rTE{:}} . Fotom podle predchédzejici véty 6.4 dostévéme
1 =[}'1{3}]'r'{x} .. Bis (£ 'y’ = TT%ET :

Ffiklad.
Y = arceinx , x € (—l,?), Y€ {-E " g)# x = s8iny ;

Xq = sin Yo

1 1

- - = --1_.... = = !
o !sin :;T::,; w8 Jo V-I-uinz};" Vt-xé"
(yo $+E)

(aresin x J;

Tedy {u.rusinz}'=—-1—z—,1£ (=1,1) .
Vi-x*"

6.2. Derivace & diferencidly elementdrnieh funkci.

1o (e*)’=e®* ; xe R .

- {EIJ'=aIlna,E>U,E#1,:EH;

g* = e* in = =?'(ex in E]' = % in E.ln 2 (derivace sloZend

funkce).



3.

190.

11.

12.

13.

14,

15.
16.

17.

il

(1n x}'=:—[ ; x € (0,+e0) .
_ ln(x+h)=ln x _ _2-y _ 1
Z definice: = = —>
- elaed  e%-¢
z=Yy
y=1lnx ; 2z = 1ln(x+h) , .
z h = e
x = e 7y X+h = e .

h=2>0&P 22y

L3

= 1

;T x !

¥
"E}

(1ng, X} = =0 o e>0,a#1, x €& (0,+e0) ,

lnga X = e & odtud plyne uvedeny vzorec.

(x )’ =.x ', xX€ (0,+00)  &&R,
(xB) ‘= 1:1::':“-T : x€R , ne N .
(ein x)'= cos x , x€ R,

(cos x) = =-sin x xe R,

b L]

. | T =
(tg x) = —=— ; X 7 (2k+1) k celé
eos8 X : 2’
=1
(cotg x) Sy x # kT , k celé
sin x .
(arcasin x ) = _'E1 1 X € (=1,1)
1r—1-: ] ¥
T T>
Yy = arcein x ; :I.’{--I,l}; I£<-2-,E- ’
X = 8in y = %,5 = cos y = ”I-Einzj’ = H‘l-:'?
’ 1 1
{H.I"'-I:Eiﬂ I) = {_Eln,}f}[ = Tox » 'II’# Y &
(arccos x ) = - 11 ; X € (=1,1) .
~X

”{a.rctg:}'?-—"g-,; x€R .

1+x
1

(nrcuntgx}'-‘-‘--ﬁ x €R.
1+x '

(sinh x) = cosh x , X €R .

(cosh x) = gsinh x , X € R .

(tgh x) = 'i_ , X € R .

cosh™ X

# ]
(cotghx) = - x # 0 .
°° sinhzx

v obloukové
mife.
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. 1
1€. (argsinh x) =L7';Eﬁ » XER.

19. (argcosh ﬂr:'f—;‘-}:—l: , X € (1,+00) ,
X

X =coshy; YER; xe1,+00) ,

%‘,— =sinh y = VcnahEy-'l .-.P 12-1 "

EEI {E-T.E:tgh I)'= '1'_1-? ¥ X € {"1.1] .
=X

21s {urgcnte;h.l.}'=l—1—z- y, X & (=00,=1) v (1,+00) .
=X

6.3. Fyzikdlni s gahﬂtrickj vyznem derivace & diferencidlu.

Ve fyzice: Je-li f né&jeké veliline zdvieejici na x :

f(x *+h)=f(x.)
XQ .7 0 «ss Irelativni {pﬂﬂﬁl‘nﬁ} zména f ’ t‘t]' zméns -
ne Jednotku délky;

r'[xol ... mistni (lokdlni) zmé&na.

Napf.: 8 = sa(t)... dréha zdvisejici na Zase;

=t «s+ zména drdhy ne jednotku &asu = primérné rych-
lost;

a'{tDJ ... okamZité zména ¥ rychlost v okemZiku t, .

Q = q(t) ... mnoZstvi néboje proteklého Fezem vodife v Za-

se t ;
q{t.ﬂ+nt}-q{tul ... zména ndboje za cas At ;
2 es. primérnéd zména toku = zména naboje za Jjednotku
a ¢asu ;
q.(tﬂ} n— _qkam%i t? zména nadboje = okamzity tok s proud =
= i(t .
Q

Vy jéd¥eni fyzikélnich zédkoni (nékterych).

Rozpad redioaktivni létky:
MnoZatvi (hmotnost) radioaktivni ldtky zdvisi ne Zase.
m(t) ... hmotnost v okam2iku t ;

m(tD} .»+ hmotnost v oksmZiku t'ﬂ'
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Zékon rozpadu: Zména hmotnosti za jednotku &asu je -Fimo umér-
né hmotnosti, pridemZ hmotnost s &a em ubyvé:

m{LD+,¢t)~m[tD]

lim

- dm _
at—0 at “HET R & RFR

Zékon hybnosti: m(%) ... hmotnost t&lesa v okamZiku t ;
v(t) ... rychlost t&lesa.

d(mv) _
—5w— = F(t),

OkemZité (Zasovéd) zméne hybnosti je rovna sile F(t) .

Geometricky vyznam derivace.

Rovnice selny grafu funkce y = f(x) v bodech a f
A =[x5,0(x5)] yop
B =[ xo*h, f(xy*+h)] : A
f(x,+h)=f(x,) e
y=f(xy) = Q B : (x=x4) . 11 el
Xo Lth x

Rovnice telny grafu funkce y = f(x) v bodéd X,

y = f[zD}+f'{xﬂ}(x-zﬂJ L

Rovnice normély grafu funkce y = f(x) v bodé Xy :

1
y = £(x5) - m (:-:Dll

6.4. Zékladn{ véty diferencidlniho podtu.

Definice 6.2. Funkce f nabyvéd v bodé X, € D(f) lokélniho

minimea (resp. EEEiEéL kdyZ existuje okol{ UEEID} bodu X
takové, Ze 4
f{xﬂi = f(x),

b Vre ugxg) o DE).

s £(x,) & £(x),

Hovofime ¢ ostrém lokdlnim minimu, jestliZe
f{xﬂ} < rf(x) ,Vxe U!(xolﬂﬂfﬂ,x 4 Xq o

Anelogicky se definuje ostré lokdlni meximum.
il e e T SN W
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Véte 6.6 (nutnd podminke existence extrému - Fermat). M&jme
funkei f definovenou v bodé X, @ deho okoli. Kdy2 f na-
byvé v bodé Xq svého lokédlniho minime (maxima) & existuje

f'{xﬂi , EOtom f'{xai =0 .

LDikaz. Je=1li v bodé Xq minimum, potom plati

f(x)-f(x.)
0 g(} pro x}xD:IEIxD,xG+;} :

I-I.D

f(x)-f(x.)
Q "_lfg pro :-:-:xm:x!&(:n-;,xﬂ} .

I-}ED

Fodle véty 4.6 (porovndvaci) bude teké f'{xdﬂ =0 ; f'fxﬁﬂ <o,
3] prutd musi byt f’(xD} =0 .

Foznémka. Fiedpoklaed "lokdlnosti" extrému Je nezbytny! Nejmens1
hodnota v krejnim bodé nemusi splnovat podminku nulovosti deriva-

ce.

Véta 6.7 (véte o stfedni hodnoté = Rolle). Predpoklédéme, Ze
funkce ¢

1. Jje spojitd na uzavieném intervalu {a,b) ,

2. Je diferencovatelné ne otevieném intervalu (a,b) ,

jJ. plati f(a) = £(b) .

Fotom existuje aspon jeden bod !E (a,b) takovy, Ze f'{f) =0 .

Dikaz. Ze spojitosti funkce f na <e,b) plyne, e funkce ¢
nabyvé hodnot m = inf f£(x) , M = sur f£(x) (Weierstrassova
vite - véte 5.7), X€<8,b> xeda,b) |
Je-li m = M, potom je f(x) = konst (tj. £ =0 ) & ze ;
lze vzit libovolny bod intervalu (a,b) .
Je-li m # ¥ , potom je splnéna aspon jedna z nerovmost{:

f(a) =f£(b)>m ; £(a) = £(b)< K .

Kdy% napF. f(a) = £(b) < N , potom bod , v némz £(f) = K,
nemiZe byt krajnim bodem intervslu iia,b 8 podle Fermetovy vé-
ty musi byt f'(f} ¢
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Kdy2 f(a) = f(b)> m , potom bod § , vném® f( ) =nm
nemdZe byt krejnim bodem intervalu {&,b> & podl: Fermato-
vy véty musi byt £°(f) = o0 .

Disledek., Je-1li funkce f spojitd v dfi,b>- a d:ferencovatelnéd
v (a,b) , potom mezi dvéme koreny (v <&,b> ) rovnice f(x) = ¢
(¢ Jje konstanta) leZi koien rovnice f£'(x) =0 .

Véte 6.8 (véte o stredni hodnoté - Legrenge). Predpokléddme, Ze
funkce f

1. Je spojité na {&,b) ,

2. Je diferencovatelnéd ne (a,b) .

Potom existuje aspon jeden bod fE (a,b) takovy, %e plati

f(b) - f(a) = f’{j){b-l) .

Dikez. Fro kaZdou funkci f uvedenych vliestnosti miZeme se-
strojit funkei

g(x) = £(x) - £(a) - L2IL(A) (v q) |

Funkce g Je spojité na {a,b), diferencovatelnd na (a,b)

a8 plati g(a) = g(b) (=0) . Potom podle Rolleovy v&ty existuje

f € (e,b) takové, Ze E'F}J = 0 e odtud plyne tvrzeni véty.
vriem.

Fognémka. ét§ o stredni hodnoté (i Rolleov§) plati i tehdy,

je=1li v néjakém bod& intervalu (a,b) f£°(x) = & 80 .

|
* i
a X

|
I
I

Disledek 1. Funkce f je konstentni na (e,b) prévé tehdy,
kdyZ mé na tomto intervelu derivaci a plat{ f£°(x) = 0 fro
vi3echna x € (a,b) .

Dikaz. &) Derivace konstenty je nuls.
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b) Zvolme libovolné dve body X, #x, ¢ (ea,b) . Potom
3 exy,x,): £lxy)=L(xy) = £7(§) (x,-x,) . Plati-li
f (J} = 0 ., pak f{:1} = f[le pro libovolné X,,Xx; € (&,b) ,

Disledek 2. Nechi f je spojité na <a,b) a diferencovatel-
né na (e&,b) . KdyZ pro v3echna x € (a,b) platfi f£'(x) # 0
(£ (%) 0, resp. f'(x) < 0), potom funkce f je na interve-
lu {a,b) prosté (rostouci,resp. klesejici).

Dikaz. Zvolme dve libovolné body x, # x, ne (e,b) & necht
£f(x) >0 na (a,b) , potom f(x,)-f(x;) = f'{f}{:1~:2}-d 0,
kdyZ x, < x, @& funkce f je tedy rostouci. Podobn& v p#{peds
£(x) <0 ne (e,b) je f klessjici.

Véte 6.9 (zobecnéné véta o stiedn{ hodnotd - Cauchy). Predpoklé-
dédme, Ze funkce f & g jsou

1. spojité na <a,b),

2. diferencovatelné na (a,b) .

Fotom existuje mspon jeden bod ’ € (a,b) tekovy, Ze plat{

f(b)=r(a) _ r'gj} .
=1 C3 e g #0
g(b)-g(a) £ (J} ’

Dikez. Rolleove v&te se aplikuje na funkei
w(x) = [£(0)-f(a)]e(x)-[g(b)-g(a)] £(x) .

Disledek (1 ‘Hospitalovo pravidlo) (struZné formulace). Ffedpo-
klédéme, %e pro funkce f a g rplat{ jeden z pfedpokleadd

1. lim f£(x) = lim g(x) = 0 }bu& X—5X.
0

2. lim f(x) = lim g(x) = +% (resp. - & ), X% +00
I—}—Iﬂ' .

Jsou-11i funkce f a g diferencovetelné v (prstencovém) okol{
bodu X, (resp. 1e0) existuje-1li (i nevlastni)

nebo

@

lin LX)
g (x)
: . .o Plx) o FlR) _ o 2 Ux)
potom existuje 1lim xT * Flati 1lim [163) lin — >

g (x)

Poznémka. 1 Hospitalovo pravidlo zahrnuje i jednostrenné limi-

LY »
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Prikled. - ki
. u - . ; = - i I
lim cos X .=l = lim - = lim 1% . : s T =
x>0 b 4 X% 0 X X-=20 » 1 , J08 X
= {-T} 1: - 1 = -} -
Friklad.
; 2 . 1n x“?f . %’ ; 12
lim x"1ln x = 1lim e aadh lim — lim ("1?] =0 .
I—aﬁ+ — - =
x x

Foznémka, 1°Hospitalovo pravidlo Je tvrzeni, které mé tvar
implikace. Uvédomte si, Ze v predpokladech tohoto tvrzeni je
mimo jiné existence limity

lim £(x)

g’ (x)

Bez tohoto piedpokladu toti# 1 Hospitalovo previdlo pouzit
nelze (tvrzeni nepleti). Z neexistence této limity nelsze od-
vodit neexistenci plvodni limity 1linm é{%% "

Prikled.
i g
. £(x) .V‘?““i .6 e 3
lim 263 lim = lim X.8in = ® o .
x50 & x50 ;J? x>0
Ffitom rE'Ek 1 2 % +W{_ :':',-)cnn %
lin f_“;-limz‘ — s
x50 g (x
3 3z
= liIl '3' ?I_'-ln -;‘ - 3 1m -I— COs ;._ i
x50 x>0 xyx .
N = i . v
= 0 neexiestuie
td. lim f'(!l neexigtaje!
x=»0 [ 4 (x)
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6.5. MnoZiny spojitych & diferencoveatelnych runkciTT

Zde uvedeme nékolik elementdrnich pojmd a oznadeni.

Symbolem C(e,b), resp. C(<g,b)>)
budeme oznadovat mnoZinu v3ech funkci spojit¥ych na intervalu
(e,b), resp. na Sa, by,

V¥rok f € C(s,b) =znamend, Ze funkce f je spojitéd na interva-
lu (a,b) .
V¥yrok f € C({a,b)) znamend, %2e f Jje spojité ne interwvalu

{a,b) .

Plati: Kdyz f,g € C(a,b) , potom f+g € C(e,b), % f € C(a,b)
(viz wéta 5.2).

ProtoZe nulové funkce 6(x) ¥ 0 je spojité, tj. & € C(a,b) ,

je mno%ina C(e,b) (stejné jako C({a,b>)) lineérnim prostorem.

Symbolem EI{E,bJJ resp. Cti(a,h}}

oznafujeme mnoZinu v3ech funkci spojité diferencovatelnych

na intervelu (e,b), reep. ns <&8,b> (tj. funke{ f , u nichZ
£’ je spojité).

MnoZina E1{a,b} , 'e8p. E"l{(a,hb} , Je opét linedrnim prosto=-

rem.,
i

Plet{: Clia,h}t:C[a,h} ;

Zobrazeni, kter¢ ksZdé funkei f € E‘{a,b] pfitazuje jedinou
funkei g € C(a,b) takovou, %e g(x) = f'(x) pro ke2dé

X € {a,b), se nazyvd operdtorem derivovdni e znadi se:

H@I-:r—a-f'.

d

Nepf. r:1lnx—>z , Xé€ (0,4)
sein x —» cos x, x€ R ,
Etdl

Uvedené zobrezeni (operdtor) je aditivni a homogenni, tj.
D N o P,
X (f+8) = g () + % (8)

£ (e £ (1) :
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6.6. Frimitivni funkce.

Definice 6.3. Je déna funkce f: I—=*R (I< R - otevieny, po-
louzavieny, uzavieny interval). Funkce F: I—=E , rro niZ pla-

= F'(x) = £(x) VYxer1,

#e nazyvé primitival funkci k funkei f ne mmoZiné I .
e e e T B O ™ i, it ) _ e i
(V pripadnych krajnich bodech intervalu I ide o derivaci

Jednos trannou). ——

e
e Ty

Priklad. 3
K funkei f(x) = x°- cos x , x€ R je F(x) = - - sinx ,
x € R , funke{ primitivni.

Véta 6,10, Predpoklédddme, Ze funkce F Jje primitivni funked
k funkei f na I :

1. potom teké kaZdd funkce F tvaru F = F+¢ (¢ je konstan-
ta) je primitivnil k funkci f na I3

2. pro libovolny¥ bod xDE I a pro knidi eislo Yo € R
existuje prévé jedna primitivni funkce F k funkei f na I ,
pro niZ plat{

'F."[;:GJ = Yo (graf funkce 'F.‘r prochdz{ bodem
EIU ,,‘fﬂ]J .
3. Funkce F je spojitd.

Dikaz, 1. ProtoZe (c)’= 0 (z definice derivace) =» (F+c)’ =
F* =

2. Necht jsou dvé: F & G (razné): F'=f , G'= £ = F'-G'=
= 0=P (F-G)" = 0 = F-G = konst., tj. G(x) = F(x)+c .

FrotoZe pusi byt Yo = F(:ﬂ} » Yo = G(to} F(x, Jtc = C = 0 =»
=¥ F(x) ¥ G(x) , a to je spor s pﬁdpnkladnn.

3. F Jje diferencovatelnd, neboft F’ existuje = o rowvna f

= F Jje spojitéd (veéta 6.2).

Je=1li F p£1n1t1rni funkei k funkeil sy Foclom oznedujeme
P
{F:F=F+n . EEH} ff(x}d: .

Tuto mnoZinu obvykle nazyvédme neuréitym integréiem & stru®né
o e S T e e




.

ZApl1su jeme

fr{x]dx = F(x)+c g8 ¢ &eé nazyvd integra&ni konstenta.
W

Flati:
; .f . f(x)dx =ﬂ-ff::]d: ; humnganita

linearita .
w

2.][f[:]+g{xﬂdx =If{x}ﬂ:+fg{::]d: ; aditivita

Dikez. 1. Kdy¥ F’(x) = f(x) , potom (& F)’'=&xf , tj.
.rﬁ- f(x)dx = & (F+c) .

2. Kdy? také G'= g(x) , potom (F+G)’'= f+g , tj.

f[ffxl**g{x)]d: = F(x)+G(x)+c =frfx)dx+fg{x}dx .

6.7. Metody uréovédni primitivni funkce (technika integrnrﬁni].]

Zékladni dlohy

Uloha 1. Déna funkce f: I—»R . Nejit funkci (funkce)
F: I— R takovou, Ze F’'(x) = f(x) Yxe 1.

Ulohe 2. Déne funkce f: I—R e &fslse x € I, y,€ R.
Nejit funkci F: I—R takovou, Ze plati: F'(x) = f(x),

F[xﬂ} =¥y *
Friklad.
Déno: f(x) = sin x ; xoz_}' Yo =2
F(x): F'(x) = ein x ,
F(E) =2 .
Re3eni dlohy: f gin x dx = -CO8 X +.:__‘ « Urlime ¢ : =cos -%- +¢ =
F(x)
t), € = 2% -UE:T-' . Tedy F(x) = -cos x+2+ -z-ﬁ—' .

Tebulke zédklednich vzorcd:

X € (00,00 ), kdyZ & celé ne-

o+ . ‘
T zaporns,
lejxax =gr v c, %7 -1 &K x e (-0,0)v (0,+s0) , kiy?
¥ -1 , o celé zédporné §
x€ (0,+20) , pro o necelé .



L

2 fexdx= EI+G, xXER ,

iInx+0C,y 20 ,
f%= 1nl:1+c:< 3
In(-x) + Corx <0 ,

4. [einx dx = -cosx +C, X€ R ,

- fcnsxdx=ninx+c, X€E R ,

dx T
6. |—o—=tgx 4 x # (2k+1)
CO8 X ; T ’
dax
7. |=——2—= -cotg x c, x # km
sin x o l

dx
E. f——.lv._:—.i?,=nrcainx+ct-a.rccus x+ C ;, X € (=1,1) ,

dx
S. f = arctg x+ C = -arccotg x+C x € R
1_“"';2 E 24 1 ’
10. feinh x dx =coshx+C , X €R ,

11. fcosh x dx =simh x + C , X €R

X
121 Iﬂldxzﬁn"—ar IER'E:‘U,!#‘ |

13-[ de = tghx+C» X€R ,
cosh™x

1*- %‘-catgh: + c ] IE (‘H‘,D}U(D,*’”} ¥
einh™x

b r-f;-g%n argcosh x|+ C* 1nlx+|12-| l"‘c y XE (=00,-1) v (1,+00),
X =

d " 2
16. fﬁ__:x'z:" argainh X + c = lnll* x +1 |+C ’ X € H ¥

IT‘I dx _ .~ argtéh x + C » x € (-1,1)
M \urgcntgh x+C 1 X € (=00,=1) v (1,+00)

+) FPozndmka. K funkei 1?-_-!5-_—; pro x > 1 Jje primitivni funkce
x -1

argcosh x + C a pro x < =1 je primitivni funkei funkce

argcosh (-x) + C.
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Priklad.
Ukédzka ufiti elementdrnich vzorci:

1. fijxdx %fﬂ:ud(_'i:} = ﬂ-e3:+ B
‘1"'1}
ax 1 ) 'F‘ 3 1 F‘
V.48 = = e Lk x+C .
fﬁ:zﬂ 3 Bxyl, 3 (?;_EI}ZH L
ra" 3

Vétas 6.11 (integrace per pertes - po &dstech). Nechf

u: I—=aR , v: I—»R jsou ﬂii‘erﬂncnratelné v intervelu I
a existuje v I primitivn{ funkce k funkei uv’ . Potom
existuje primitivni funkece k funkeci u’v a plat{

fu'{:::h{x}dx = u(x)v(x) -fu{:]r'[x}d:: "
resp.
Jrr du

Dikaz. Ve wvnitfnich bodech I plstf

uy -fud*r .

(uv) = u'vy + uv = u'y = (uv) = uv’ .

K funkei (uv)’ je primitivni funkce uv , k funkei wuv’
primitivni funkce existuje & piSeme ji fu'r “dx . Odtud plyne
prislu3dny vzorec.

P¥{iklad.
u’ = 8in x , u = -cos x
l.f:ninxdx=v=: v 1 l=-:€:nax+f~:naxdx=
T -Xx cO8X+ainx+C,
u’= 1 y U = X x T:E :
E.'rlnxdx=f'___1nxr'=;_ =xln1-f1;clx=:lnx-:+ﬂ,

x € (0,+00) .

UZit! vity 6.11,

1. Integrovéni per partes ulivédme s dUspéchem k hledén{ primi-
tivnich funkeci k funkeim typu:

a) x"coswx , x"sinwx , x"e* , neN ; W,k ... konstanty,

b) €Xcoswx , e Binwx , ®&,W ... konstanty .
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Lze odvodit vzorce:

L33 .
Jeuxcuawx ax = & (wsinwx +t&coswx) , o ,

& +Ww
o
E:

(e sinwx = wcos wWx) c

ox .
€ "sin Wx dx g
f m+ﬂ;2

¢) x"aresin x , x“arccos x , x™n x " x“aretg x
Inarﬂnntg x (konkrétni vypolty jsou oviem fasto zdlou-
havé ).

2. Odvozeni rekurentnich formuli:

a) "In =fcuanx dx ; musime gzn&t: JI’ JE .

1 n-1 . n-1 -
= = 08 X 81n x + s nE 2
IJn n n n=2 *? .

b) Iy =f5innx dx ; musime zndt J,, J, .

_ 1 . nN=1 n=1 =
J, === 810" X €08 X + ==, 5 4 n=s 2 .

dx
c) J =f : musime znét J =
N hrowm-sv :

1

e >
J = + (2n=1)J ] n=1 .
n+1 En[“”;ﬂ)n n ’

Véta 6.12 (integrace substituci). Necht funkce £ = f(x) je
diferencovatelnd na intervelu X & sobrazuje Jjej _ﬂ intervalu
Z (tj. £(X) e Z ),ne kterém je definovédne funkce g(z) a mé
ne ném primitivni funkei G(z) . Fotom plati

Je(zraz =[g(£(x))e"(x)ax = G(L(x))+C .

Dikez. SloZenéd funkce F(x) = G(f(x)) , x € X Je podle pred-
pokledu diferencovatelna

F'(x) = G (z) (x) = g(z2)f (x) .

Froto primitivni funkeci k funkei F'(x) = g(f(x))f’ (x) je
funkce F(x) = G(f(x)) .




-95._

U2iti wéty 6.12.
e i e

1. Chceme uréit f.g(z.}dz : Volime wvhodnou funkei 2z = f(x)
tek, aby vypolet integrédlu fg{r[x]}r'(x}dx v prome&nné
x byl jednodusl3i:

Priklad.

Z = 8in X -
f 1-:.21&: = |dz = cos x dx =f‘rt-sin2: .cos x dx =ﬂcua xlcns xdx =

z € (-1,1)

'
(vnlime x€ (- E-E ’ Tz_l'.‘} 2 |cos :] = cos x)

-fr:.nazx dx = %f{l-rcnaE:]dx =
=X+l ginoxec =) !5 V B .
> Tam :+C-—2nur{=si.n= +1--l‘l-= C .

2. Chceme urdit fﬂ(f(x”i"(:)d: : Cdst integrendu ozna&ime
f(x) = z tak, aby vypolet integrélu fg(:]d: Y promenné
z byl jednodu3si:

Ffiklad.
=[8inX 4y -
Itgx dx —fcﬂﬂ = dx

= -1nFcna x’+C 4

cos X = ¢

_ | -dz
~-gin xdx = dz| ~

— -1n]=1+C =

Zde obecné integrujeme v takovém intervelu I , ve kterém
coe x # 0 .

F¥ikled.
2
-1 =z
x dx _| ¥ _1faz _ 1 2
L:zq | 2xdx = dz “EJT'E‘“"I" -lse .

Integrély typu fR{::)ﬂJ: .
R(x) = g—{:ﬂ}- y P,Q Jsou polynomy ; 8t F < st Q .

Funkel R(x) rozloZime ns soudet zdklednich raciondlnich funkei
typu:

L. =i .

X=X '

A, Xq Jsou kunstantyi
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(I*Iﬂ]
Idl. 3Lx+5 ) A, B, p, @ Jsou konstanty (reélné),
X Tpxtq kofeny jmenovstele jsou komplexni (sdruZené);
IY. AxtD . A, B, p; 9, k€N, k =2 Jsou konstanty (redlné)
{xz: +q)k : 5
e koFeny jmenovatele jsou komplexni k-nésobné ,

Integrédly typu fR{sin x, cos x)dx .

Kezdy integrél uvedeného typu (integrend je raciondlni funkce
v sinech & kosinech) lze pievést ne integrél z raciondlni lome-

neé funkce univeredlni substituci: v intervalech neobsshujici bo-

dy x, = (2k+1)T , k celé:

tg§-=t=}? x =2 arcetg t ,

2
1=t : 2t 2_dt
cCos X = ——'—2- * Bln x = + dx = - .
1+t R 14t

Nékdy stati specidélnéj5{ substituce: pouZivéd se v pripad&, Ze
R(sin x, cos x) = R(-sin x,~coe x) .

tg:=t§ x = arctg t ,

2
. £ t 2 1 dt
sln x = cos X = dx = "
1+t2 1482 1+4°

Neékdy dokonce steli substituce cos x =t nebo sinx =t ,

a to v pripadech, kdy
R(-sin x,cos x) = -R(sin x,cos x) nebo
R(sin x,-cos x) = -R(sin x,cos x) .

Poznémka. Zkou3ime ne jdfive specidlnéj3{ substituce. Univergdlni
substitucli uZivéme v "krajni nouzi®,

Firiklad,
dx ... . 3 1+t (1+t°) f 2
. tgex =t dt = (1+t™ )at =
fcnax 5 J f1+1;
(1+t J
t3

tg x + %-ngx +L =

c*
+
“f
+
L
i



P¥ikled. “ {1
e )
dx _ . & LT - at _ - x
fa:m:'ltg?‘tl" T‘IT-lﬂltJ+U—ln]tsgI+E ‘
1+t

Integrély typu: _fcus mx Co8 nx dx

J*ain mx cos nx dx m, n celé.

_fain mx sin nx dx

U%ije se vzorcli: €08 mMX COS nX =-%[#ua[m+n}x+¢ns(m-n}xj] :

sin mx cos nx =-} sin{m+n}x+ain[m-n}x:] :

sin mx sin nx %{-cua[m+n]x+cua[m-n);] .

Priklad.

_rain bx 8in 3x dx = % -cos 8x + cos 2x| dx =

= = %E-ain Bx +-} gin 2x + C .

Integrély typu fR{_ 1-:2111:: .

U%ije se substituce: x = sin t nebo x = cos t

a vzorcl: sin®t+cos°t = 1 ; 8ain2t = 28in t.coa t ,

cos2t = euszt-ain;t P

Integrdly typu .ER{ 14x°)dx .
UZije se substituce: x = sinh t & vzorei:

24

cushgt - EinhEt =1 , cosh t = V1 + @inh
ccshEt + ainhEt = cosh 2t .

Integrédly typu JFH(UxE-1)dI :

Zije se substituce: x = cosh t a vzorci:

ccahEt - Eiﬂhzt =1 , ginh t = Vnnuhet o B

Eﬂﬂhzt + ainhEt = cosh 2t .
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7. Newtonlv integrél.

T.1. ZAkladni vlsstnosti.

Definice 7.1. Nechi k funkeci f: I—>R existuje na I pri-
mitivni funkce F: I—>R & nechlt <eg,b) c I . fislo J(f,a,b) =

= F(b)-F(a) nezyvédme Newtonovym uréitym integrélem funkce f

pres interval <a,b, & znalime

b b b
[F{x{]a = F(b)-F(a) = [ f(x)dx = [ £ ; a...doln{ mez, b...hor-
& a ni meg.

Vyse uvedeny vztah je tzv. Newigpnova-Leibnigove formule (vzorec).

Véta 7.1. Newtonlv integrél nezdvisil na vybéru primitivni funk-

ce.

A

Dikez. Necht F, # F, a platf FI‘= F, = f . Froto
F.(x) = F.(x)4c , ¢ je libovolné konstenta

=> F,(b)-F,(a) = F,(b)-Fy(a) .

Oznalfime W(I) mno%inu v3ech funkef f , k nim? existuje Newto-
niv integrdl, tj. které jsou newtonovsky integrovatelné.

TekZe vyroky b
fe N <a,b)) ; existuje ff(xldx 2 F(b)-F(a)
8

Jsou ekvivalentni.

Véte 7.2, Fro a,b,c € I , fe M(I) plati:

D e
1 If = -I’f ;
B b
=
2. If =0 :
2
b c b
3. If=jf+ff ;
a8 a c

Dikez. 1. F(b)-F(e) = -(F(a)=F(b)) ;
2. F(a)=F(a) =0 ;
3. F(b)-F(e) = F(c)=F(a)+[F(b)-F(e)] .
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Vete 7.3. 1. myi fe Nie,b)) , « € R, potor o £ ¢ N(<e,b))

e plati ju..# = & ji‘
&

2. Kday? |-f2‘ Jf{(a b)) , potom £ +f, € #((s,b)) e plat{
b

f{r1+r2 jr+.[‘f2 '

B

Rikéme, %e mnoZine WMN(<{e,b)) je lineérni prostor.

Dikez. 1.« F(b)-wF(a) =w[F(b)-F(a)] ;
2. F,(b)=F,(8) + F,(b)-F,(a) = [ F (5)+F, ()]~ [F, (e)+F, (a) ] ,

y._.. 1_

Pr{iklad.
3 3
fln:d1=[-xln:—1]|=31n3-3-11n1+1=3ln3-2

Pfiklad.

Wy

j sin 5x s8in 3xdx= [- 115- sin Bx + %ﬂin E:::[? = - 'T:IE' sin 2%+
0

*qein g
V&te 7.4 (Fer partes v Newtonové intagﬂlu!. Neeht funkce
u=wu(x), v =v(x) jsou diferencovatelné na <&,b) & necht
uv'e KN(<a,b)) . Fotom teké uve N(<{a,b)>) & plati

b b
j u'(x)v(x)dx = [u{xlv{xﬂ: - Iu(:)v‘ (x)dx
B

1
= -4- &

)

: y
Dikaz. Flyne z rovnosti uv= (uv) - uv

vite 7.5 [Subutituce v Newtonové integrélu). Necht ge N(2)

e nechf funkce = f(x) Je diferencovatelnd na intervelu X ,
phﬁumi £(X) < Z . Fotom ﬁgl {a,bpc X plati

Ig(f{:}}f (x)dx = _f g(z)dz

e f(a)

Dikaz. Flyne 2z véty 6.12.
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Friklad.
2 ;
2 x“+1 = ¢t 5 ‘ e :
131 Ein{12+1]ﬂx = |2xdx = = %f’in t dt = %-[;EDB t‘]z =
g (=1 2)-»(2 5> .. 2 RS
= %-{Eﬁiﬁ-cﬂsﬁ}
Priklad.
X = sin t :
f 1-x;dx =|dx = cos t dt = j'v}—uingt cost dt =
0 xe <o, >te {0,7), £,
nebo t ¢ ( F, )
T
L
v2 Fcusztdt =[zt‘-+1.51n 2{[2-:1-
= [ |cos tlcos tat =~ 0 o ¥ )
. T
1 S L - - M, T R
- { cos tdt = -[2'+I 81in EtJE- ~gtr=-~7
2

Ktery vysledek je sprdvny? Kde je chyba? Spatné pofsd{ meszi!

Definice 7.2. Necht a,x e I a f e N(I) . Potom primitivni
funkei F k funkei f ur#fenou vzteshem

F(x) - F(a) = T f(t)dt

=]
nezyvéme integrédlem s rroménnou horni mezi.
e i

Disledek. aﬂf J' £(t)at = F'(x) = £(x)

b
d I :
ﬁ‘x[ £(t)at = =F' (x) = ~£(x) |
g B
= [ tae =&[r(y (x))-F(a)] =
a

=Py ) ¢'x) = £ (¢ (x))g'x)
Frikled.

j sint dt = -cos x + cos &
8

X
s:l.n t - — - 83in X ;

2. [ =—dt = F(x) ; F (x) = 2 ;: « Funkce F(x) je uvede-

i nym integrédlem definovéna.
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Definice 7.3. Necht fe J({{E,x>} pro kaZdé x > & .

Existuje-1li lim F(x) , potom 1lim [F{I}-F{a}] nazyvame
X=¥ +ob X =+ o0

nevlastnim Hewtnncvim integrélem vliivem meze a znadime
X + »o

lim ( f£(t)dt = _[f{r;]::t .
X=> + 00
e 8y +00 c
Analogicky definujeme _ff{t.}dt : If{t}dt = lim rfiﬂdt +
X + o0
+ 1im [ £(t)dt . Kikéme také, %e nevlastni integral j'f{t}at
Xptee s

konverguje. Neexistuje=1li lim F(x) (napf. Jje nevlastni),

Pikeme, Ze nevlastni integrél diverguje (neexistuje!).

Prikledy.

e % & 1
e'dt = lim ]'e dt = lim [Ex-e ]= + o ;: diverguje ,

. X—3+%0 X—y +90

<+ o X

IE Yat = lim [-E-t], = 1lim [—e Xte I] = e konverguje ,
X—r+o0 ' X—*+e0

+ ol x
dx _ . at _ , . - . _ ¥ N . .
] O Bt Mk vl ) wi—,

Definice 7.4. M&jme interval <{a,b> e nechf fe N(¢a,x))
pro ka%dé x € {e,b) , aviak f & N(<{a,b)) (tj. rovnost F\(x}
= f(x) plat{ pouze rro x e <=2,b)) .

Existuje-li 1lim F(x) , potom 1lim [F{IJ-—F(:]] nazyvéme ne-
X—>b- X =>b- ~—

vliastnim Hewtnnav@ integ;_:élem vlivem f%ce g znadime
X

B
lim £(t)dt = J’ f{t)dt .
X=%D= 5

a8

Opé&t Fikdme, Ze nevlaestni integrél konverguje. Fokud lim F(x)
= X—»b-

neexistuje, fikdme, Ze nevlastni integrél diverguje.

Friklad.

1 X

X
j’ dx_ . lim f ax_ . lim [-2 1't':|D = lim |=2]1=x +E]= -
o V1=x X—1= 0 1=t i f- X=>1=




=102~

Daléi pi‘*ikla@,y -

+ o0 T
arctg (*°°) = arctg 0 = 7

1. I—E-‘u.rutg X
DI*I

+n-':f c +n¢

2., —2. = ""E' ——-—-2- [u.rntg c = arctg (-tﬂ]_-f +

0

1+1 1+x I+x
- 80
. +_£§I‘=*-'E (+00) = arctg QJ = 9T
P¥iklad. +00 &
Fro jJaké o integrédl == konverguje?

1 X

Tar_ [u-4)x 11
e KX IT- 1:-.: e W TR
1 X

+ 0O
ax ] ,
=% f = .. konverguje.
1 ;E gy, o
+ 00
= ¥ dt _ dx ;
Fro &= 1: in x ; -[x_ diverguje.

1

at _ 1 1 {=e . kladny exponent
Pro < 1 tm & + 1—:; X
+ 00
= f d—i diverguje .
T X
+ 00 + o0 + o0
Napfiklad j% konverguje; _[EE ; fﬁ diverguji.
] B o 1 Vx
Priklad. 1
Fro Jjaké /5 integrél f—-—- konverguje?
0 x®
.
1-ﬂ] 1-/4
. dx _ | X —
Pro (3:-1. f;- [WE*T_—;--&? .1-ﬂ{{}

E

1
= é% diverguje.
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! 1 1
|Fro /_‘z= }3 I de =1lni -1ln& = _}r%‘x— diverguje.
|i £ 0
Fra U j( dx [xi"'g]1 .I gl-~
ro < 1: E = ’
¥ )BT T

]
f % konverguje.
y 07 1

Hapf-iklad f = diverguje, J'd_x konverguje.
By o I

rT >
|

|

s

| :
! |
I. ’; 7 x T }I

ra

7.2. Zékladni véty integrdlniho poZtu. |

Véta 7.6 (o _stiedni hodnot&). Je-1li f e MN(<a,b)) , potom
existuje f € (a,b) takové, Ze plati

},4"

¢
l
f(x)ax = £(§)(b-a) . = ™™
'( ’ VALY
N
Dikaz. Pro f e N(<{a,b)) existuje R\\\.ﬁ%\\
a f b

primitivn{ funkce F na {&,b), tj.

Fi(x) = £(x) , pro x ¢ {a,b), tj. v ka3dém

vnitfnim podé je F diferencovatelné obou-

stranné 8 ddle F Jje apojitéd na {a,h} . Tedy exiatuje

!e (a,b) takové, Ze F(b)=-F(a) = F'{j}(b-n} = f(;)(b-a} :
b

Fw"

Foznémke (definidni). Cislo f = # f f(x)dx se nazyvéd

G
stfedni hodnotou funkce f nea (a,b) . Véta 7.6 Fikéd, Ze pro

£ ¢ N({a,b>) je stPedni hodnota rovna funk&ni hodnot& funkce
£ v néjekém wvnitfnim bodé.
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PFikled.
Je déane funkce 1i(t) = Iﬂuin wt = I sin ?-TE t . St: qovme stied-
n:.[ hodnotu funkce iztt} na 1nter'ralu < 0. T} T /= perioda.

T T AT

1-cos t
_(1 {t)dt=I§.fuin2-2-TEtﬂt=Ié-f _21T dt =
0 0
. 4Tt 7
_IEt_“m'T‘_IET
T 02T S, &w [T o' ¢
i D

T
Teaqy %jlz{t}dt = "0 je stPedni hodnota funkce 150%) .
O

T I
Definujeme: l/é- i (t)dt , tzv. efektivni hodnota funkce i(t) .
0o

Disledky véty o stiedni hodnoté:

Disledek 1. 2Zvolme ne <a,b) body (tzv. déleni D intervalu
(a,b)):

(D) Xg = 8 5 XypX5yeeesX ,xn=h;axk=xk+1 - X, -
Pro fe N({a,b)) je fe J{(Ik,xb*'}] pro libovolné déle-
ni D. Fotom

n-| X441 n=1
‘f f(I:‘ﬂI = Z J- f{I}dI = z ﬂjk”‘bf k} H }k € (IR’IHT] .
& k=0 X, =0

nvy

Disledek 2, Necht fe¢ M({e,b)) a f£(x) 20, xe€ <a,b).

Fotom plati b
f f(x)ax 2 0 .

a
Dikaz. F(b)=F(e) = f{j}{b-a} 0, nebof f{’J =0 .

Disledek 3. Pro f,ge J'{(a,b}) a f(x) = g(x) , x € {a,hz
plati:

f(x)ax 2 fg(x}dx .

m—
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Dikaz. FPro funkei f£(x)-g(x) Z 0 plati podle disledku 2 ne-
rovnost b

j {f{x}-six}]dx =0

B
Disledek 4. Nechf ge W(a,b ), fge N(e,b) a g(x) =
mErix) ¥, xe {a,b).

n
o

Fotom b b b
a) m-[g{x]dx < Jf{x}g{x}dx £ H-!g(xid: :
=] a 8

b
b) m(b-a) = jf{x}ﬂx £ M(b-a) .
8

Dikaz. &) plyne 2z disledku 3, uZijeme-1li nerovnost
mg(x) = £(x)glx) £ Mg(x) ;

b) plyne z a), vezmeme-li g(x) = 1 .

Disledek 5. Necht f e K(Ce,bd) , [f]e N(<a,b)) . Potom plats

b b
f £(x)ax | £ f‘f{xlldx >
a a

Dikaz. ProtoZe -|f{x}| £ r(x) £ ff{:l y Potom podle disled-
ku 3:

b b b

- ﬂf(:”dx = ff{x}dx £ _ﬂf(xl dax
a ' a

coZ zapiSeme vy¥3e uvedenym zplsobem.

Vita 7.7. Necht f e N({a,b)) a £(x) 20 pro x € <a,b”
8 pPedpokléddme navic, e f neni identicky nulovéd (tj. £ #0 ).

Fotom b
I f(x)dx > 0 .
a

véte 7.8 (obecné véte o stiedni hodnot&). Necht f,g, fg € Jﬂ(ﬂ,b}]
g navic g(x) 2 0, pro xe {a,b) . Potom existuje takové

je (a,b) , Ze plati

b b
j f(x)g(x)dx = f{)]-jg{x)dx .
a a
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Véta 7.9 (Fundamentélni véte matematické analyzy). Je-li
f e C({a,b)) , potom f € J(((&,b)} ik
C(<a,by) < KN({a,b)) o

Dikaz provedeme pozdeéji.

Definice 7.5. Zobecnénou primitivni funkci k funkei f ne

intervalu <e&,b) rozumime tekovou funkci F , pro nf: plati:

1. F Je spojité na intervalu {a,b) ;

2. plati F'(x) = f(x) na.-<a,b} 8 vyJjimkou nejvySe spolet-
né mnoha bodd.

Cislo F(b)-F(a) pek nazyvéme zobecnénym Newtonovym integrédlem.

P#iklad.

Pro funkei F(x) =lx| je F L x <0 ;
1 x>0
5 F'{I}=f{z}=!gn:=éf.‘l::=ﬂ:
-1 x < 0 .
¥
.7"* /v*
. L ¢
v d @ >
b X
—— G

Rovnost F/(x) = f(x) neplati pouze v bodé¢ x =0, tj. | xf
Je zobecnénou primitivn{ funkei k funkei sgn x .,

Da se dokédzat, Ze k omezené funkei f , kterd mé& na {a,b)

koneCny pofet bodl nespojitosti (1. druhu),existuje zobecné&né
primitivni funkce.

Definicemi 7.3, 7.4 byl zaveden pojem nevlastniho (Newtonova)
integrélu: b

X
1. vliivem funkce: frf{x}dx = lim f f(t)dt .
A X-b =
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Zde predpoklédédme, Ze funkce f Jje v okoli bodu b neomeze-

')

né -"aipgularita v bodé b .

Znela' analogicky se definuje nevlastni integrél "se singulari-
tou" ne dolni mezi.
Je-=li f neomezend v okolil vnit¥niho bodu ¢ € (&,b) , potom
uZijeme viastnost ;

j f(x)dx = jf{x}dz + j f(x)dx .

Pfiklad.
0 X 2
d_.._j 'fﬂ_}:= lim f_d.i+ 1im ‘[g—t’=
ST AV g Vixl x»0- V=t x2o0+y VT
= lim -E'||-: + z\"’] lim [F \"-1]- 2+V—'
x =0~ xX-» 0+
+ 0D
2. vlivem meze: f f(x)ax = 1lim If{t]dt «+. integraéni obor
a X=»+w0 Je neomezeny.

Konvergenci nevlastniho integrdlu rozumime existenci koneé&né
limity uvedené v definici.

Poznémka. Pro kazdé xn—arh {::n—‘r-”ﬂ} s Posloupnost
X

n
F(x, )-F(a) = I £(t)dt konverguje.
a
VEta 7.10 (kriterium divergence). Nechi f e N({a,x)) pro
ke dé x> & e nechi lim f(x) # O . Fotom integrél
+ 00 X=y¥ee

f f(x)dx diverguje.

Véta 7.11 (srovnévaeci kritérium). 1. Nechf b je singulérni
bod integrélu .?-f(x}dx (tj. £ Je neomezenéd v okol{ b ne-

bo b = +80),

2. Necht f,g € K({e,x)) pro libovolné x takové, Ze
{a,x) c {a, b} ;

3. Platf O £ £(t) £ g(t), Yte dax) .
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Fotom: b b
1. Konverguje-li J.g{t.]dt , konverguje také If(t at .
b® b ®©

2. Diverguje-li J f(t)dt , diverguje také J g(t)at .
a ]

X X
Dikez. Z predpokladu 3: O £ I f(t)dt £ j g(t)dt Vx> a ,
£ a a

0 £ F(x) £ 6(x) .
Dédle Jje treba uZit Bolzenovo-Cauchyovo kritérium pro limity
funkce,

IPFiklad. o0
Rozhodnout o konvergenci integrélu f . ax ol FrotoZe
o ) X (1+e™)
y 1 < 1 I dx : .
0= — = 2 (=1) konverguje, pivodni integrél
x°(1+eX) x° " ;E- '
konverguje.

Foznémka. Srovnévaci kritérium je teké uZiteZné pro odhad chy-
by numerického vypoftu,

Véta 7.12 (integrélni kritérium absolutni konvergence Fady).
Necht f je nerostouci kladné funkce definovand na {1,+¢0)
a nechf f e M{1,x)) pro ke%dé x € (1,+%) . Nechi déle

]

{En} Je posloupnost takové, Ze e = f(n) . Potom Pada
. n=| 400

+

Z: e, & integrél f f(x)dx bud souasné& konverguji nebo
n=1
1

aoutasné diverguji.

Dikez. Podle predpokladu je f£(n-1) 2 £(n) , n® 2 ,

8, = f(n) £ £(x) < f(n=1) = &




n
Z obréazku plyne: e £ f.f{x]dx £ a

n-1 !
n=1
2
£ &
EE=Ifdﬂ' =’Et '
1
3
< i
E]"[fdx -EE ; [
2
Po selteni: 7
L e
?E+33*"'+‘n = f-f[x]dx = 8 test...t8 .
Yo 4 1 L " 4
=8 ®n=1

Fodle srovnavaciho kritérias pro fady s nezdpornymi &leny zdi-
vodnime nale tvrzeni.

Fiikled.
400 . 'hﬂd od
E.:I H_’I'iz = in x 1 = +00 , tj. diverguje.
] e +o0
+00 1 ax .. 1 l TI = _ _ .
2. Im* T 7)) Ix*7 " 5 iln|3x+ : = +00 . tJ). divergu)e.
2 ! - OO + 2
Poznédmka. Lehce se odvodi nerovnost Z . B £ ff{;}dx ,
k=n+1
n

které se uiivé k odhadu chyby pfibliZného souftu nekoned&né Fady.

T+«3. Integrélni soudet. Arlikace v geometrii e ve fyzice.

Méjme na intervelu {a,b) ddnu spojitou funkei £ . Zvolme nea
(a,b) body (tzv. déleni D intervalu <a,b))

(D] : Xg = 8, Xy 3X550.0,X, 4, X, =D .

Je-1li f spojité na {a,b) , potom fe N(<{a,b)) e také
£feWl( x.,x,,) . FPotom pro libovolné d&lenf D plati

b n-1 *k+1 n-1

If(x]dx = J' f(x)dax = S (Ikﬂ-xk}fi}k} :
k=0 k=0

a X,

kde {k , k= 0,1,...,n=1 Jjsou body, jejichZ existence je za-
rutena prvnim disledkem v&ty 7.6.
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Definice 7.6. Necht 'rk je libovolny bod interva. <f1k'xk+l>

(napf. T]: = X 3 reap.n'-rlk = Xp4y

5(D) = EE% £(T ) (%, =%, )

). Vyraz

se nazyvé integrédlnim soultem pro funkei f odpoyidajici dané-
mu dé&leni (D) & vybranym bodlm =

k [ ]

Pfikledy integrélnich souétl:

ME T . N ot
7/ \ N /\\‘*:1‘:
\\\%§ Fﬁ@/ﬁli
/ X/ N AV
é¢§§42\§ NN
NN ' _ﬁéh;\/i!{&\'§+
KXo Xy Ky Ky Ko B X ® X, Rxy F Xy

Véte 7.13. Je-1li f spojité na {a,b) (tj. f € N(<a,bD)) ,
potom pro kaZdé £ > 0 existuje takové 4 = d(e) >0
rovnost

Ze ne-

b
S[D]—ff(x}dx! { E
2

plati pro v3echna ta déleni D , pro kteréa jJe mHI'Ik+1'Ik:ld Ji

. 4 Xy
Jinak Pfedeno — b

lim £(T. ) (x -X, ) = f(x)dax .
ma:]axkl-wE k! e ™0k i

Dikaz (hlavn{ myZlenka). JestliZe zjemnujeme dé&leni D tak,
aby ma:|dxk’-—?ﬂ ; budou se soulty
> ) ( S P TR Y )
fin )X,  .=X : - ’ X, =X :
e i ~ 4 e G | i - i S
(v nich¥ T _€ {x.,x.,,) Jje libovolné a fka (xk.xh1> je
zarufeno vétou o stifedni hodnoté) od =mebe 1i3it satdle méné, ne-

bof vyraz »

= [£m-2(f) Jxyy =)

=]
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bude v limit& (pro n-»+29 , max Iaxnl-—yﬂ ) nulovy v disled-
ku spojitosti funkce £ .

Poznémka. Z pPedchozich dvah je patrné, jak zobecnit pojem
uréitého integrélu i na takové funkce f , které nejsou newto-
novsky integrovetelné z toho divodu, Ze vztah F'(x) = f£(x)
neplet{ v keZdém bodé x € {8,b).

Definice 7.7. (a) Regulérni kfivkou danou kertézsky pro
x € (a,b) budeme rozumét graf funkce y = f(x) Fro
x € (a,b) , kde f(x) 2 0 je spojité diferencovetelna funkce.

(b) Regulédrni kfivkou danou Earam:tricky pro t € {t1,t2} bu=-
deme rozumét graf funkce x = x(t), y = y(t) pro t € {t1,t2},

y(t) 2 0, kde
(i) x = x(t), y = y(t) Jjsou spojit¥ diferencovatelné funk-

ce proménne t € (t1,t23 H
(ii) x = x(t) Jje rostouci funkei t .

Poznémka. FPredpokladem spojitosti chceme vyloudit kiivky:

> T :
—~

|
I
|
1
T

a predpokladem (ii) kfFivky:

y 1 A

el ~
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A, Vypciet obsahu plochy.

Al. Regulérni kfivke dané kartézsky:
7T

\

dS = {(x)d’x
element obsa hu

SN

NN

3
S
g XIR

b
s= (¢

a

A2, Regulérni kPfivke dané perametricky:
7 : t=t

"

t#t/\/
qf“-}'
>
dx(t) 5
dx = g—f— dt , element obsehu: dS = y(t)dx = y(t) g{- dt )

t

2
s= [ vy & ar = [ yeox' (va
4

1
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B. Objem téless vzniklého rotaci kFivky.

Bl1. Regulérni kfivke dené kartézsky.

"1 y=y ()

o

Element objemu:

b 4
2
av = Ty (x)ax = v=5rj y2(x)ax .

X
1

BZ. Reguldrni kfivka denéd parametricky.

yh t’tl
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: _ 2 dx
Element objemu dV =Ty (t) T dt.;

t
2
V = '-'F_[ yE{tJ %chdt

Y

C. Délka kPivky.

Cl1. Regulérni kiivka dané kartézsky.

I

= e e ] e— — —

- s A . .

¥ Ax=dx Xa =

, —1 J
as = | @0+ @)% £ [(ax)®+(ay)? = Yiax)P+(y' (x))? (ax)? =

= y1+[y'(1}321dx ‘
Zovedeme-1i elgment délky: ds =as , tj). ds = V1 + {I’(IJ)EﬁI,
Porean s = J-z iH{I!{x]}E dx
=
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C2. Reguléarni kfivke danéd parametricky.

’y.lﬂ.

| 2 2 v
as = Jex)?+(ey)? : vlﬁdezﬂdy}E = V(g{-} dtz-l-{g%} at® =

V J+(§Y-1 at de tas , tj.
t.
=}
I'.

[z @7 o

D. Obseh plochy vzniklé rotaci kfivky.

Di1. Regulérni kiivke dené kartézsky:

)’h
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Obsah plé3té komolého kuZele
ds £ 2wy(x)ds £ 2T y(x) %ﬂ%}]z ax .
Tedy poloZime
X 1
S= 2‘[]‘3 3(::)“14-[%)2 ax .
X

1

D2. Regulérni kfivke dand parametricky.
2 y(t) chlgﬁugagﬁ at .

V tomto pfipadé A4S = 2W y(t)as
tE 1
FoloZime tedy ¢S = E'II y{tiq(%}z-l-(%lz at .
4
!

E. Staticky moment kFivky.

Staticky moment néjského elementu k ose Jje souéin Jeho hmotnosti
e vzddlenosti od osy.

7T

. — s
. ——

Staticky moment elementu hladké reguldrni kfivky

1. vzhledem k 0se x :
y(x)ds ,

2. Vzhledem k ose y :
x da .
=<

Y UNGEG)de .

Definice statického momentu homogenni hladké regulédrni kifivky

vzhledem k nsgx x !

2 —
Mxr——--"’f :f{xJUHE}' (x))* ax
X
1

t
2 .
{ y{tJVIg-’ti}zﬂﬁ-I-)E at ;
1
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. )2, .
=f,£ xVH{yfu) dx

Ky
ba
| x-r:tiv
t

(§55+$° at
1

Souradnice téZi3té hladké regulérni k¥ivky (homogenni) délky s

vzhledem k cse y : X5
1

K N
Xm =-§£ y Yop = Eﬂ . Plat{ nédsledujieci tzv. 1. Guldinova

véte:

Véte 7.14. Obsah plochy vzniklé rotaci hledké regulérni kifivky
Je roven soulinu délky kFivky e dréhy t&Zist& (kterou opise pFi
rotaei).

Dukaz. Frovedeme pro rotaci kolem osy x :

e
e
F = EI:[ y(x)ds - (obasah plochy)
. 2
X J" yx)as

1
8.2 IT = a8.2T.
8

]
o

Friklad.
PomoeI Guldinovy véty stenovte soudadnice t&2i¥t& cykloidy

x = a(t-sin t) , y = a(l-cos t), t € (0,2%) .
Ze symetrie: Xp = Ta,

P Shrel
Yp =3 s " r=g °© % 8 , T (Ta, % a) .

F. Moment setrvadnosti kfivky.

Moment setrva&nosti néjakého elementu vzhledem k ose je soudin
jeho velikosti & druhé mocniny jeho vzddlenosti od osy. Zavedme
moment setrvefnosti hladké reguldrni kFfivky vzhledem k ose x :
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(x) 1+E.1-' Ex}} y

/J '
\j y {:.:r}’( 20 (G2 gt

Vzhledem k ose y :

jz EVH{;V (x”z dx ;

iy = ¢
’ \ja Emvi{ }E+(§f-lz at .

G. Frédce proménné sily po pPimé dréze.

Dréhe = isedke mezi body a, b :

I ] |

i L ]

a X b
Velikost sily v bodé x Je charakterizovédne hodnotou funkce
f vbodé x: y = f(x) .
Zvolime déleni intervalu (a,h) R < X, £ s.0 £ X1 < X,

FoloZime axk i

i ik
¥ ¥ *

T Xea

B—

Xy

a:

PribliZné vy jédfeni préce (elementu prdce) na Usedce X Xpa
Je déno vztahem
aW-= f{'rk)hxk :

Celkovou préci tedy miZeme aproximovet vztahem
n-=1

Ws=5S" f(r.)ax, .
=0 k k

Ne prave’ strané stoji integrédlni soudet. V limité pro max I.ﬁ.:kf-!rﬂ
dostaneme vlevo celkovou prédci a vpravo uréity integrél od a do

b :
W=f f(x)dx .
2




-119-
Fodobné je dén impuls sily f = f(t) v &asovém rozmezi
od e« do ﬁ . /3
I={f(t)at .
[
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8. Taylorova formule. Pribéh funkce.

8.1, Derivace & diferencidly vy&3ich Padad.

Definice E.1. Nechf funkce f Jje diferencovatelnd v bodé X

& jeho okoli. Je-=li navic v bodé X, diferencovatelnd funkce
]

f , tj. kdyZ existuje limits
. fxg+h)-f* (x4) Mee 3
110 =
h=>0 h e B

pak Jji nazyvéme druhou deriveci funkce f v bodé X, @ funkce
f 8se pak nezyvéd dvakrdt diferencovetelnd v bodé Xy -

Poznémka. KdyZ existuje f.{xﬂ} , potom
f(xy+h)-2f(x5)+f (x5 h)
2 L

t'(xy) = 1lim
h—0 h
Definice E.2. Predpoklddédme, Ze ne intervalu I mé funkce £
derivace f'(x], r“{x}, .huy f(n_1}{x} . BExistuje-1li derivace
funkce f{n-1}{xJ , Fotom se nazyvéd derivaci n-tého FAdu v bo-
as =X ; L3

r{n}(x} ={f(ﬂ"1]{x}]} ; fIU}(}:] = f{I] .

Definice 8.3. Pro funkei f & bod x, definujeme:
f{IU+h}-f{:ﬂ} =df(xﬂ} - prvnil diference v bodé Xy -
Vlastnost: a (f+g) =af+ag .

nzf{xﬂ} = a{af{x{})} =ﬁ[f[:n+h)-ﬂ:u)]=

= [£(x,*2h)-f (xy*h)] -[£ (xg*h)-£(x,) ]
tzv. & diference kce f v bodé Xy
Obecné A’y = n{an'j;,r} Je tzv. n-té diference.

f(x.+th, )=f(xn) f(x.+th, )=f(x.)
5. 1im 0 1 0 = 1im 0 _ﬂtf 0 h1 - flfln}h! =
t—=0 t=20 1
= df{xgpll 5
df (x.+th,h, )=-df(x.,h,)
2 . Ry waciy o™
a“f(x.,h ) = lim =
L R Mg 3
i 3 A |
i A3 f Exn+th2}hl-f ixﬂ}hl L. f {xﬂ+th2)h1-f {Inih1 .
= &1 3 = lim th 2
t—0 t=20 2

i
= P {xn}h1h2 =




=

2 1 2
Odtud 4 f(xD,h} = f {xD}h , 2de h, = h, = h .
Obecné&:

af (xy,h) = a(@™ ' £(xy,h)) = £®) (x )nP

iE.E. Taylorove formule.

O funkei f budeme predpoklddat, Ze mé v bods X, & Jeho okoli
U(xy) derivace aZ do uréitého Fddu.

1. Nechf existuje f’'(x) , xe U{xgj : potom

I f‘[t]dt = f{x}-ftxﬂl , neboli f(x) = r{xﬂ}+ f £Y(t)dt

5 o

Fodle véty o stiedni hodnoté&: pro kaZdé x € U{x ) existuje
, {xD,xJ , resp. r € (x, D}! takové, Ze plati

f(x) = £(x)*f t})tx-xﬂi

2. Nechi existuje £ (x) ;y X € U{xu} : potom lze nésledujicim
zplisobem uZit metodu per-partes:

i t = x=-2 XO‘ f‘:u’ul=f“
f f (t)at = |dt = -dz = f f (x=-z)dz = . )
Xq {XgsX) = (x=x4,0p| O " ¥VEE
X=X, i
= [ (x-2)] + [ et xendaz = (xex)ft (xp)+ [ (x-t)e™(0det
0 X
0

X
ti. £(x) = £xg)+f (xy) (x=x)+ f (x-t)£"(t)dt .

X
0
Fodle zobecnéné véty o stPfedni hodnoté: pro kaZdé x € U(ID]
existuje f takové, Ze

f(x) = f{x )+£! (x ) (x- -Xq )+ __Fi- (x=- =X } .

3. Nechf existuje f {x} y X € U{Iﬂl : uvedenou substituci & né-
slednym uZitim metody per fpartes:
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f(x)

* ) o P 2w
f(xg)+f (x4) (X=x5)+ —57= (x-x4)"+ 2-,-_( (x=t .7£ (t)at |,
*0
f(x) = f[xD}+f (x ){x-:D}+ ——éig— (1-1 ——Li— (X=xq )3
Indukci zobecnime piedchozi vysledky:

Véta 8.1 (Taylorova véta). Nechi funkce f je diferencovatel-
néd ef do Fd4du n+! v bod® x, a jeho okoli U(x,). Potom pro

8]
kaZdé x € U(x,) plati

: £ (x,) 2, | ™M ixy)
fix) = f(xD]+f {:D}{x-xﬂ}+ —r (X=X, Rl R

X
- %T‘[ [x-t)nf(n+1]{t}dt

X
L_U _
—_—

R.1'1+I| (x ’xﬂ}

8 existuje f=f (x) leZic{ mezi x =& Xo Ze

1 £"(x,) £'®) ) .
£(x) = £(xy)+f (xq), (x=x4)+ —5p—-(x-%, )4, .. _T_TTT"" (x=x4)"+
N —-...: _...-f'r
T, (x)

f{n+1} ]

Rpeq (X2%g)

tupné
Folynom Tn{x} ne jvy3e n-tého'se nazyvé Taylordv polynom funkce
e e e i ™ i,
f v bodé X5
Rozdil f{x)-TnixJ = Rn+1{xﬂ,x} nazyvéme chybou Teylorove polyno-

©

mu.
Vztah f(x) = (11+Rh+ltrﬂ,x) se nazyvé Taylorovym rozvojem ne-
e e

bo Teylorovou fnrmuli (v bodé x, ) |
Klademe: §= Iﬂﬂrﬁx-xﬂ} s 0 = D EF
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[
‘I"'-.}
b
r
o
b=
[
L

Ddkaz. Tvrzeni véty Je dokézéno pro n
lze postupovat zcela obdobné.

Taylorovu formuli je zvykem psét také v nésledujicich podobéch.
Pri1i oznadeni X = Xy = h 3

n (n)
£ (xy) . 157 () (n+1) .
£(xg*h) = £(xy)+f (xp)h+ —p= b+, . .4 _n_,‘U_ nhe L i_:j:r Re

nebo

Af(xp,h) = Af(xg,h)+ o7 @°F(xp,h)+. ..+ = APL(x,B)*R L, -

Véta 8.2. Nechf funkce f mé v bodé Xy 8 jeho okolf U(x,)

derivace vSech PF4dl a existuje &islo M > O takove, Ze
I f{n}(x)] £

pro v3echna n 2 0 & pro libovolné x € U(ID) . Potom

lim R ,,(x5,x) =0 .

n—» +00
Dikaz. Fodle predpokladu je [ R i % ,1}‘ e
n
znédmo, Ze lim %T = 0 .
n-»e0 °

Poznémka. V&ta 8.2 ném umoZnuje chépat T (x) Jjako n-ty
tdstedny soulet jisté Fady, které se rika Tgﬁlurnvu rada,

ﬁpliknce Taylorovy formule.

1. Aproximace dané diferencovatelné funkce v okoli daného bodu.
UZiti k Pedeni nelinedrnich rowvnic, odhady chyb.

2. Metoda vypoltu limity funkce.

3. Ndstroj k uréovdni pribé&hu funkce.

Pro vypolet limit uZivéme Taylorovu formuli ve tvaru:
1 f{n}{x

£(x) = £(x)+E (x4) (X=X )+ & £ (X4) (X=X )+ o4 (x=X
0 0 Pt 0 o **° n! 0

(Symbol oK) Je de{thnrH | odwmi nkoy ﬂif}




LK

PPiklad. 1
o X=T 1
1im (Jx"+x -x) =" 1lim (?(VH‘!: “4) & Wl & 7 ;3
X=> 480 t- 0+

1 1 1, 1

1 g b
J14t = (140)° = 14(5) + E2)t? o(t?) =

- (Jrst -1) = —1{[;- t- % 24 n{tEJ] — 1 .

€.3, Zédklady optimalizace. Pribéh funkce.

Definice 8.4. Funkce f: I —»[R ostie roste (klesd) v bodé
X, € I , kdyZ existuje okoli UF{ID) = (ID— 9, Xyt &) bodu

X5 takové, Ze
£(x) < £(x,) (£(x) > £(x)) Vx e (x,-d,xy) ,
£(x,) < £(x) (£(xy) > £(x))  Vx e (z5xy+ &)

ar - - ":. e - s
KdyZ misto znaku < méme = , PFekneme, Ze  Toste (nunatre!.
reap. neklesd,

Poznémka. Lze dokdzat ndsledujici tvrzeni (pokuste se o to!)

Je=11i funkce ostfe rostouci v kaZdém bodé intervalu I , potom
je ost¥e rostouci na I ., PFipomenme, Ze ostry rist funkce f

na I znamend, fe funkce f{ md tuto vlastnost:

b,11,12 €I: x,<x, ™ r(x1} < f(IE) i

Bod, v némZ funkce f roste (klesd) se nagyvé bodem ristu
(poklesu) funkce.
P e =

Véta 8.3, KdyZ funkce f: I >R méd derivaci v bodé x, € I
a je f'(xﬂ) >0 {r'(xn} < 0) , potom funkce f v bodé xj,

ostfe roste (kleséd).

Dikaz, Kay:i f'(x,) >0, pak 38 > 0, takové, Ze

r(x}-r{xﬂ)
4 "‘ID

- Vx e {ID- 5,101 U(::ﬂ,::ﬂ+ o) .

Odtud plynou vlastnosti uvedené v definici B.4.
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Poznémka. Véte 8.3 udédvd postadujici podminky monotonie funk-

ce f v bodé. Obrdcené véta ("KdyZ f ostre roste v x, , pak
f'(xﬂ)-P O") neplati: f(x) = x° ostPe roste v bodé x, = 0,

alkoliv f (0) =0 .

Kromé toho je t¥eba upozornit na to, Ze rist (pokles) funkce
v bodé je lokdlni vlastnost. Z toho, Ze funkce f je rostou-
¢i (klesajieci) v bodé jesté nevyplyvd, Ze f roste (klesid)

v néjakém dostateéné malém okoli tohoto bodu.

Napriklad funkce

X 4 x°gin = , X # 0

£(x) -<E *

0, x=0

mé v bodé x = 0O derivaci £°(0) . >0, a tedy roste

£ g
v tomto bodé podle véty 8.3. Derivace f (x) = % + 2 s8in % -
- cos %- dané funkce pro x ¥ O nabyvd v libovolném okoli

bodu x = 0 jak kladné tak zdporné hodnoty:

V§>0 Jxem:Vx>x, xe€(-8,8), x == .

% €(-8,8) , F et £ xg) =%, £7(x) =%
Definice 8.5. Bod X se nazyvé staciondrni bod funkce f ,

kdy? f Jje diferencovatelnié v tomto bodé a f (X) = 0 .

Definice 8.6, MNEjme redlnou funkei f£: I =R (IC R inter-
val). Cislo f£(X) je lokélnim minimem (mgximem) funkce f
v bodé X , existuje-li & > 0 tekové, Ze plati

t(3) £ 1(x) (@2 (x) Yxeu B a1

Pokud plati ostré nerovnosti pro x # z , X € U;fi) nl, ho-
vorime o ostrém lokZlnim minimu (maximu). Bod ¥ nazyvéme bo-

e O e

dem (ostréno) lokélniho minime (maxima).
Pi{Zeme: £(X) = min £(x) , resp. f(X) = mex f(x)
x €U (X)nT x€Ug($) NI

Terminem extrém (resp. ngtimum} oznacujeme bud minimum nebo
maximuml:extremum = krajni, optimus = nejlepéi:,.
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Véte 8.4 (nutnéd podminke existence lokdlniho ext #mu), Je-1li

™

X € I bodem lokdlniho extrému funkece f , potor bud £°(%) =0
nebo f (%) neexistuje.

Dikez. Neexistuje-li derivace, neni co dokazovait; existuje-1i
derivace, Jje tvrzeni disledkem Fermatovy veéty.

Véte £.5 (postedujici podminke existence lokédlniho extrému -
- bez derivace). Necht funkce f je spojité v bodé T = je-
ho okoli U(X) = (%-&,3+ &).

e) Je-1li f ostfe rostouci v intervalu (%- §,%) =& ostfe kle-
sajici v intervalu (%,%+48), potom f£(5) je ostré lokdlni

maximum funkce f .
b) Je-11 f ostfe klesajici v intervalu (x- 5,%X) =& ostfe

rostouci v intervalu (X,%+ &) , potom £(%) je ostré lo-
kdlni minimum funkce f .

Dikez vyplyvd z definic 5.4 a 8.6.

véta 8.6 (postadujiei podminka existence lokdlniho extrému -
- a derivaci). Necht funkce ¢ je mpojité v bodé T e jeho
okoli U(R) = (X-J,%+8) e je diferencovatelné (alespon) pro

x € U(X) .

a) KdyZ (X)) =0 a £ (x) >0 pro x € (3-5.,%) .
£(x) €0 pro x € (%,%+5) ,

potom f£(X) je ostré lokéln{ maximum funkce f .

b) Kiy? £ (8) =0 & £(x)<0 pro x € (%-6,%) ,
£f'(x) >0 pro xe€ (x,x+d) ,

potom £(%) je ostré lokdlpni minimum funkce f .

Dikaz. Na intervalu <zx,X), resp. {'?:,I> se uzije véte
o stPedni hodnotd: f£(z)-f(X) = I’PfJ{x—E} o

Pozndmka. Jsou t¥i moZnosti v hodnoté derivace: (%) <0,
£°(%) =0, £(%).>0 . Neznameni to viak, Ze bod T mé také
jen t¥i moZnosti byt: bodem ristu, poklesu, extrému. Napr.
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funkce f£(x) = x°sin %-. x¥¢ 0, £(0) =0, je £°(0) =0

avéak bod X = O neni ani bodem riastu, ani bodem poklesu, ani

bodem extremu.

Véte 8.7 (postadujici podminka existence lokdlniho extrému -

- & vy88i derivaci). Necht funkce f je spojité diferenco-

vatelnd v bodé X & jeho okoli a% do Fddu n & plati

a)

b)

c)

d)

'R =2 @) = ... =221 (%) w0 , Ny so .

KdyZ n je sudé a £(2) (%) < o , potom f£(X). je ostré
lokélni maximum f .

KdyZ n je sude a f{n)fi} > 0 , potom ffg) je ostré
lokédlni minimum f .
Kdvs " (n) ~ N

Y2 n je liché a £ 77(x) < 0, potom X je bodem po-
klesu.

KdyZ n je liche' e r{“)(‘i‘) >0, potom X je bodem ristu.

Dikaz. Z Taylorova vzorce a z predpokladi dostaneme

a)

b)
c)

d)

n
£Ren) - R = B e Givn) L0 v <1, nax?R.

Z podminky f{n}fi} £ 0 & ze spojitosti f{n}(x] plyne,
e existuje okoli X , v némZ f(n){ﬁ+1rh) < 0. 7V tomto
okoli pak je f£(%+h) < £(%) i nebot 1" > 0 pPro n su-
de.

Dokazuje se analogicky jako a).

Pro n liché je sgn h = sgn a" a ze spojitosti f{n}
plyne, Ze sgn f{n)(Ej = u%n f(n (X+ ¥h) v néjakém okoli
2 . Kdys tedy h <0, £8(3) <0, pak £(F+n) > £(3) ;

iS50, r{“}&J <0, pak f(X+h) < £ () ,

a tedy X je bodem poklesu.

Dokazuje se analogicky jako c).
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Priklad.

Pro funkei f(x) = 12-13 JEDU ;H = 0 ,'Qé = % stacionarni
body. ProtoiZe f'{g.l) =0, 1 {;{ ) =2 >0 ,je §1 bod ostré-
ho lokdélniho minima. Protoze f (x ) =0, f {x )= =20,

F
je X, bod ostrého lokdlniho maxima; f£(0) = C ; f{j} = Eﬂ

Jsou hledané extrémy.

Priklad.

Pro funkei f(x) = 13+14 v bodé X = 0 plati: £°(0) = o,
£7(0) = 0, £7(0) = 6 (¥ 0) . Prvni nemulové derivace ve sta-
ciondrnim bodé je lichd e jeji hodnote je &islo kladné. Proto

X = 0O neni bodem extremu, ale bodem ristu.

Pozpnémka. Z definice extrému & z véty 8.5 bychom mohli usoudit,
ze kdyZ napf. funkece f md v bodé X, maximum, pak existuje

takové okoli bodu Xy » Ze pro X € {I 15'1 funkce f roste
a pro x € (xu,x +&) funkce f klaua. Da aa ukazat, ze tako-

vy usudek je nespravny. UvaZujme funkci

/2 - x°(2+sin 1) , x40 ,

\E .I.O .

Protoze f£(x)-£(0) = -x°(2+sin = -J*d 0, x¥£0 : existuje
max f(x) = £(0) = 2 . Avdak pro bndr x, = :t'+2k:lt' .

x, =0, je f'[Ik) <0, a tedy funkce f nemiZe rast
v zadném levostranném okoli bodu x = 0 . Tedy vyrok typu:
"V levostranném okoli bodu maxima funkce roste & v pravo-
stranném okoli bodu maxima funkce klesid" je nepravdivy.

£(x) =

Pozndmka. Existuji funkce, které meji v bodé extrému vsechny
derivace nulové, Prikladem je funkce f(x) = exp(- —5) , X#£ 0,

£(0) = 0 . ProtoZe f{x} £f(0) >0, pak f(0) = min f(x)
ukdzat, Ze f{n}{D) y nell (ovérte).

Definice 8.7. MEjme realnou funkei f: I — R ., Cislo f£(%)

nazveme globdlnim minimem (globdlnim meximem) funkce f na I,
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plati-1i
) Srx) (D)) Vxerx.

Pokud plati ostré nerovnosti pro x # X , hovorime o ostrém
globdlnim minimu (meximu).

Piseme: f£(X) = min f(x) , resp. f£(X) = max £f(x) .
x£1 xel

Definice 8.8. Ulohu najit lokdlni, resp. globdlni extrém
£(%¥) dané (spojité) funkce f a p¥isludny bod extrému x
nazyvéme optimalizacdni Ulohe nebo Uloha ns extrém.

Definice 6.9. Diferencovatelné funkce f je konvexni (ostfe
# r i * % Y
konvexni) v bodé X , existuje-li okoli U(X) bodu X tako-
- - - . #
vé, ze pro vsechna x € U(X) plati

£(x) = £(%) + £ () (z-%)

i

‘ .}tj. graf f 1leZi "nad tednou" v x .
(£(x) > £(X) + £ (D) (x=%))
Y

Obrédcené nerovnosti defimuji funkci konkdvni v bodé X .

Pozndmka. Pripomenme, Ze spojité funkce je konvexni na inter-
valu I , plati-li nerovnost

r{tx1+{1-t)x2} s tf(x.l }+(1-1:Jr{x2} Vx1,x2 €I Vt €<0,1).

Diferencovatelnd funkce je konvexni na intervalu I , je-li
konvexni v kaZdém jeho bodé. Pro nediferencovatelné funkce
nelze pojem konvexnosti v bodé definovat.

Viéte 8.8 (nutnd & postaBujici podminke konvexity, resp. kon-
kavity). Necht funkce f: I —»R je dvakrdt diferencovatelnd
na I . Funkce f je konvexni (konkdvni) na I prdvé tehdy,
xdyz £™(x) €20 (£™x) £0) ¥Yxe I . Ostréd nerovnost impliku-

je ostrou konvexitu (konkavitu).

Dikaz plyne z Taylorova vzorce v libovolném bodé el e
z definice 8.9:

£(x)-£(X)-£ () (x-%) = ;ﬂ- fﬂff)(x-i"}g 3
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Definice 8,10. Necht funkce f md spojitou der vaci v bodé

x & jeho okoli. Existuje-1li s > 0O takove, Zr pro
x € (x-&8,X) plati

£f(x) € £(X)+r () (x-x) (£(x) > £(X)+f (X)(x-x))

a pro x € (x,x+ $) plati
£(x) > £(x)+f (x)(z-x) (r(x) € £(X)+f (X)(x-X)) ,

pak Fekneme, Ze funkce f mé v bodé X inflexi, resp. Ze
o134 Ty b
¥ je inflexnim bodem funkce f nebo Ze (X,f(X)) je

inflexnim bodem Ezgru funkce f .,
e O o g

Véta 8.9.

1. Nutni podminka inflexe. FNecht funkce f Jje spojité di-
ferencovatelnd na I e existuje £x) , x€I . Je-1i
X € T inflexni bod, potom f (X) = O .

2. Postadujici podminka inflexe. Neeht funkce f md dru-
hou derivaci f Vv né jakém okoli bodu X & graf funkce

£ mé v bodd [%,£(X)] teafmu. Méni-1i £ znaménko p¥i
pfechodu pF¥es bod X , potom x je inflexni bod.

Dikaz plyne z Taylorvova vzorce.

L

Ulohou ne pribéh funkce rozumime nédsledujici sérii iloh:

1, Stanovit D(f) e urdit hromadné body D(f) , v nichZ
funkce f neni definovédna a uréit nulové body funkce.

2. Vydet¥it body (intervaly) spojitosti a body nespojitosti.

3. Stanovit p¥ipadné specidlni vlastnosti: sudost, lichost,
periodicnost.

4. Stanovit limity ve vyznadnych bodech (krajni body defi-
ni&niho oboru, body nespojitosti, body v nichZ neexistu-
je derivace).

5, Urdit intervaly monotonie (rist, pokles).

6. Urdit lokdlni, p¥ip. globdlmi extrémy funkce.

7. Uréit intervely konvexnosti e konkdvnosti funkce.

8. Urdit inflexni body e urdit inflexni tecny.
9., Uréit asymptoty grafu funkce.
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Poznamke. Urcete asymptoty grafu funkce y = f(x), x€ I .
a) "Svislé asymptota" existuje, existuje-1li v nékterém bodé

nevlastni limita

lim £(x) .
XXyt

X0

b) "Vodorovnd asymptota" existuje, kdyZ existuje

1im f£(x) .
X =3 +060
(x> = c0)

c) "Sikmé asymptota® existuje( je to primka ¥y = kx+q )
kdyZ existuji

i}m EéEl.. k : lim (f(x)-kx) = q ,
X > + 00 > +00
(x+» =20) {:-r :-n)

kde k a2 q jsou redlnd éisla.
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IE

VySetrete pribéh funkce f(x) = e

Postup:
1. D(£) = R~ {-2},

2e

nulové body: f(x) =0 ¢=> x =0 .,
f Jje spojitéd ve vSech bodech x ¥ -2 .

3. Ani sudd, ani lichd, ani periodick4.

4, Limity ve vyznaénych bodech:

De

6.

1
Sy
1im LE—LE

T - lim > 5=+ ,
x> +o (X42)¢ x> +0 1+ =

1
11m -[&- 11]!1 —I?-_m

X=> =e0 fx+"-=‘l% x> -0 1+ £

2 2

lim S o0 lim _!f" - o0
x> =2, X+2 ' xp -2- Xt
£(x) = (_E;}' - MLEI_E - IE_H;Z
x* (x+2) (x+2)

£°(x) =0 (=> x°4+4x = 0 , x, =0

Ry & =4
x € (~m,-4) = £ (x)> 0 roste
x € (-4,0) = £ (x)< 0 Kklesd
x € (0,+00) = f ' (x) >0 Troste

f(0) =0 lokdlni minimum
f(=4) = =8 lokdlni maximum



7. £7(x) = (2x+4) (x42)°= (x°+4x)2 (x42) " 2x°48x $=2x°-8x
2

{I+E)4

8

) (x+ 3
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£°(x)< 0 pro x € (-00,-2)
£ (x) >0 pro x € (-2,+00)

konkdvni
konvexni

8. Nemd inflexni body, nebot v bodé -2 neni f definovéna

e

9. Urceni ssymptot:

X (=e0,-4) -4 | (=4,-2)| =2 | (=2,0) 1 (O 4+00)
_IIIﬂh.n.t:::::I--tllllﬂ‘lt=.----lﬂlttqllﬂﬂil-- EEESDEESOESEEEEN
klesa neni klesd roste
f(x) | roste,konk.| O konk. | def. | konvex. konvex.
£/(x) >0 =0| 20 -t | £ 0
£'(x) <0 0| €0 -"- | >0

Asymptota grafu funkce f je pFimka, ke které se blizZi
graf dané funkce [

a) Asymptota ve vlastnim bodé

X = =7
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b) Asymptota v + 00 : ¥y = kx + q

- v pripadé, Ze funkce f{ md "linedrni riast"

lim [j——— - (k1+q}] =0 = 1im ljl+2 - kx-q] s 0,

X 400 X% o0
-lim[—-—-k]-} k= lim --51-1 ’
X=> 4+ o0 X+2 X= +00 X+
2 E' 2
-x“-2x 1im =2X . o

X
qQq= lim I_——- - ]l::t] = lim -
x> 400 = XTE x> 400 X*2 X> 400 X1

y = Xx=2 Jje asymptota v + o0 .
Podobné v =00 :

k = lim ;fg -1

X =o0
2 2
q= 1lim —ra- lim = -2
x> -0 T el

y = x-2 Jje také asymptotou v - o0,

Poznédmka. Obecné miZe byt asymptota v - o0 Jjina primka

neZ je asymptota v +op !

¥ ? e

10. Graf:

ﬂ/ X
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1 Zakladni matematické pojmy

1.1 Mnoziny a operace s nimi

Definice mnozZiny, podmnozina, prazdnd mnozina, rovnost mnozin. éiselné
mnoziny. Operace s mnoZinami: sjednoceni, prinik, rozdil; doplnék mnoziny,
nekonecné sjednoceni, nekoneény prinik. Kartézsky souéin mnozin.

1.2 Logické symboly, vyroky a vyrokové formy.

Vyrok, negace vyroku, konjunkce, disjunkce, implikace, ekvivalence vyroki.
Kvantifikované vyroky (pro kazdy prvek, existuje prvek, existuje pravé jeden
prvek), slozené kvantifikované vvroky.

1.3 Zobrazeni mnozin.

Zobrazeni, defini¢ni obor hodnot zobrazeni, transformace mnoziny. Surjektiv-
ni zobrazeni (zobrazeni na), injektivni zobrazeni (zobrazeni prosté), bijektivni
zobrazeni, inverzni zobrazeni. Véta 1.1 o inverznim zobrazeni.

1.4 Spocetné a nespocetné mnoziny.

Ekvivalence mnozin, mohutnost mnozin, koneéna mnozina, spoéetna mnozi-
na, nespocetna mnoZina. Posloupnost prvki, rekurentné definovana posloup-
nost, n-ty &len posloupnosti. Véta 1.2 o spoéetnosti nekoneéné podmnozi-
ny spocetné mnoziny. Véta 1.3 o spoéetnosti sjednoceni spoetnvch mnozin.
Spocetnost kartézského souginu spocetnych mnozin, spoéetnost mnoziny ra-
cionalnich ¢isel. Nekoneény desetinny zlomek (rozvoj), koneény desetinny zlo-
mek (rozvoj). Véta 1.4 o nespocetnosti mnoziny véech koneénych desetinnveh

zlomku (rozvoju).

1.5 Realna cisla.

Definice redlného &isla, dolni a horni n-mistnd aproximace reilného &isla,
usporadani realnych éisel (trichotomie, tranzitivita). Véta 1.5 o nespocetnos-
ti mnoziny realnych cisel. Véta 1.6 o redlné ose. Souvislost mnoziny realnych
cisel, algebraicka struktura na mnozZiné reilnych éisel, operace s realnymi



cisly a jejich vlastnosti (asociativita, komutativita, existence nulového a jed-
notkového prvku, opacny prvek).

1.6 Omezené podmnoziny R.

MunoZina shora omezena, zdola omezena, omezena, neomezena, intervaly v
R, minimum muoziny, maximum mnoZiny, absolutni hodnota redlného &isla
a Jeji viastnosti.

1.7 Supremum a infimum c¢iselné mnoziny.

Definice suprema a infima. Véta 1.7 o vzajemném vztahu maxima a suprema,
minima a infima. Véta 1.8 o zakladnich vlastnostech suprema a infima. Véta
1.9 = princip vlozenych intervalu. Véta 1.10 o existenci suprema a infima.

1.8 Topologie tiselné osy.

Ikruboveé okoli bodu, pravostranné (pravé) a levostranné (levé) okoli bodu,
prstencové okoli bodu, vnitini bod mnoZiny, vnitfek mnoziny, hrani¢ni bod
muoZiny, hranice mnoziny, uzavér mnoziny, oteviena mnozina, uzaviena mno-
zina, hromadny bod mnoZiny, izolovany bod mnoziny, diskrétni mnoZina.

2 Posloupnosti realnych cisel.

2.1 Posloupnosti a operace s nimi.

Definice realné posloupnosti, operace s posloupnostmi (s¢itani, odéitani, na-
sobeni, déleni, éiselny nasobek, nulova posloupnost).

2.2 Omezené a monotonni posloupnosti.

Posloupnost omezena, shora omezena, zdola omezena, posloupnost monoton-
ni (rostouci, klesajici), ostfe (ryze) monotonni (ostfe rostouci, ostfe klesajici),
geometrické znazornéni posloupnosti, posloupnost vybrana. Supremum a in-
fimum posloupnosti. Véta 2.1 o vybéru monoténni posloupnosti.




2.3 Konvergentni posloupnosti.

Definice konvergence, pojem limity posloupnosti, néktere pfiklady konver-
gentnich posloupnosti.

2.4 Vlastnosti konvergentnich posloupnosti.

Véta 2.2 o jednoznaénosti limity. Véta 2.3 o vzajemnem vztahu konvergence a
omezenosti. Véla 2.4 o nerovnosti limit. Véta 2.5 o sevieni. Véta 2.6 o algebre
limit. Véta 2.7 o nerovnosti élenu posloupnosti. Pojem cauchvovské ({unda-
mentalni) posloupnosti. Véta 2.8 o omezenosti fundamentalni posloupnosti.

2.5 Kritéria konvergence.

Véta 2.9 nutna a postacujici podminka konvergence (Bolzanovo-Cauchyovo
kritérium). Véta 2.10 o konvergenci omezené a monotonni posloupnosti. Dolni
limita (lim inf), horni limita (lim sup). Véta 2.11 o konvergenci omezené
posloupnosti. Pojem Eastecne limity.

2.6 Divergentni posloupnosti.

Divergence k plus a minus nekoneénu. Véta 2.12 o vztahu konvergence a di-
vergence. Véta 2.13 - algebra divergentnich posloupnosti. Véta 2.14 - vztahy

divergentni a omezené posloupnosti.

3 Ciselné rady.
3.1 Konvergentni rady.

Nekoneéna fada. éleny fady, posioupnost &asteénych soucti, konvergentni a
divergentni fady, soucet fady, oscilujici fady. Véta 3.1 o linearni kombinaci
konvergentnich fad.

3.2 Kritéria konvergence.

Véta 3.2 - Bolzanovo-Cauchyovo kritérium. Zbytek fady, nutna podminka
konvergence, harmonicka rada.



3.3 Kritéria konvergence pro rady s nezapornymi cle-
ny.

Véta 3.3 o konvergenci fady se shora omezenou posloupnosti casteénych sou-
éti. Véta 3.4 - Srovnavaci kritérium. Majoranta a minoranta rady. Véta 3.5 -
d*-Alambertovo (podilové) kritérium. Limitni d' Alambertovo kritérium. Véta
3.6 - Cauchvovo (odmocninové) kritérium. Limitni Cauchyovo kritérium.

3.4 Alternujici fady. Absolutné konvergentni rady.

Odhad souétu alternujici rady, absolutné konvergentni fada. Véta 3.7 - Leib-
nizovo kritérium. Véta 3.8 - Absolutni konvergence. Jiné vyjadieni isla e.

4 Realna funkce jedné realné promeénné.

4.1 Zakladni pojmy.

Pojem realné funkce jedné redlné proménné, vzory, argumenty, obrazy, funké-
ni hodnoty, definiéni obor funkce, obor hodnot funkee, graf funkce. Zpusoby
zadani funkce: analyticky, graficky, tabulkou, explicitni a implicitni zadani
funkce. Restrikce {zizeni) funkce, ptiklady funkci (mocninna funkce, zna-
ménkova funkce, funkce jednotkového skoku, funkce intervalového impulsu,
funkce bodového impulsu, Diracova distribuce, Dirichletova funkce). Rovnost
funkef, rostouci, klesajici, nerostouci, neklesajici funkce, monotdonni, ostie
monoténni funkce, konvexni funkce, ostie konvexni funkce, konkavni funkce,
ostie konkavni funkce, suda a lichd funkce, periodicka funkce, zakladni perio-
da, omezena funkce, shora a zdola omezena funkce, prosta funkce (injektivni).
Véta 4.1 - ostie monotonni funkce je prosta. Rovnice o jedne nezname, pojem
reseni rovnice (kofen rovnice). Véta 4.2 o fesitelnosti rovnic. Pojem inverzni
funkce. Véta 4.3 o existenci inverzni funkce. Superpozice funkci, slozena funk-
ce, identicka funkce, algebraické operace s funkcemi (soucet, rozdil, souéin,
podil, nasobek éislem).

4.2 Neékteré elementarni funkce.

Algebraické funkce (racionalni celistva, racionalni lomena, iracionalni), tran-
scendentni funkce (goniometrické, cyklometricke, exponendalni, logaritmic-




ke, hyperbolické, hyperbolometrické).

4.3 Limita funkce.

Limita funkce v bodé, limita funkce v plus a v minus nekoneénu. Heineova
definice limity, Cauchyova definice limity. Véta 4.4 o jednoznaénosti limity.
Véta 4.5 - algebra limit (o limité souétu, rozdilu, souéinu, podilu). Véta 4.6
- srovnavaci. Véta 4.7 o vztahu limity a omezenosti funkce na okoli. Jedno-
strauné limity (limita zprava, limita zleva). Véta 4.8 - kritérium exisience
limity. Véta 4.9 o limité slozené funkce.

4.4 Neéktera dalsi fakta.

Asymptotické srovnani funkei, metoda asymptotickych rozvojii, éasteéna li-
lita funkce, dolni limita (lim inf) a horni limita (lim sup) funkce.

5 Spojitost funkci.

5.1 Spojitost v bodé, body nespojitosti.

Pojem spojitosti v bodé, jednostranna spojitost. Véta 5.1 - kritéria spojitosti
(Cauchyovo, Heineovo, topologické, pomoci jednostrannych limit). Body ne-
spojitosti: odstranitelna nespojitost, nespojitost prvniho druhu (skok funk-
ce), nespojitost druhého druhu. Véta 5.2 - algebra spojitych funkei (o spoji-
tosti souctu, rozdilu, soucinu, podilu, absolutni hodnoté a nasobku spojitych
funkci). Véta 5.3 o spojitosti slozené funkce. Véta 5.4 o lokilni omezenosti
spojité funkce. Véta 5.5 o zachovani znaménka. Funkce po éastech spojita.

5.2 Spojitost v uzavreném intervalu.

Pojem spojitosti funkce v uzavieném intervalu. Véta 5.6 o nulové hodnoté
funkce (Bolzanova). Véta 5.7 o nabyvani maxima a minima (Weierstrassova).
Véta 5.8 - postaujici podminka spojitosti, o souvislosti oboru hodnot spo-
jité funkce na intervalu, o spojitosti inverzni funkce, o bodech nespojitosti

monotonni funkce.



5.3 Stejnomeérna spojitost.

Pojem spojitosti funkce na mnoziné, stejnomérna spojitost na mnoziné. Véta
5.9 o stejnomérne spojitosti funkce na uzavieném intervalu (Cantorova).

6 Zakladni pojmy diferencidlniho a integral-
niho poctu.

6.1 Diference, derivace, diferencial.

1

Diference argumentu v bodé z,, pomérna diference, derivace funkce v bodeé,
diferencial funkce v bodé, jednostranna derivace. Véta 6.1 - derivovatelnost
a diferencovatelnost. Véta 6.2 o vztahu diferencovatelnosti a spojitosti. Véta
6.3 - pravidla derivovani a diferencovani. Véta 6.4 - derivace a diferenciil
slozené funkce. Véta 6.5 — derivace inverzni funkce.

6.2 Derivace a diferencidly elementarnich funkci.
Piehled zakladnich vzorei.

6.3 Fyzikilni a geometricky vyznam derivace a dife-
rencialu.
Vyjadreni nékterych fyzikdlnich zakonu (rozpad radioakiivni latky, zdkon

hybnosti). Geometricky vyznam derivace (rovnice teény a normaly grafu
funkce).

6.4 Zakladni véty diferencidlniho poctu.

Pojem (ostrého) lokalniho maxima a minima. Véta 6.6 - nutna podminka
existence extrému (Fermat). Véta 6.7 o stiedni hodnoté (Rolleova). Véta 6.8
o stfedni hodnoté (Lograngeova). Véta 6.9 — zobecnéna véta o stiedni hodnoté

(Cauchyova). I'Hospitalovo pravidlo.




6.5 Mnoziny spojitych a diferencovatelnych funkci.

Prostory spojitych funkci, prostory spojité diferencovatelnych funkes a jejich
vlastnosti.

6.6 Primitivni funkce.

Pojem primitivni funkee k dané funkei na mnoiné v . Véta 6.10 - zakladni
vlastnosti primitivni funkce. Neurcity integral a jeho zakladni vlastnosti.

6.7 Metody urcovani primitivni funkce (technika in-
tegrovani).

Zakladni idlohy, tabulka zakladnich vzorcu. Véta 6.11 - integrovani per partes
(po éastech). Uziti véty 6.11, odvozeni rekurentnich formuli. Véta 6.12 -
integrace substituci. Uziti véty 6.12, odvozeni dulezitych vztahii. Integraly
typu [ R(z)dz, integraly typu [ R(sin z,cosz)dz, integraly typu

[ RWVT=2)dz, [ R(\/1+ 2)dz, [ R(\/% = 1)dz.

7 Newtonuv integral.

7.1 Zakladni vlastnosti.

Pojem Newtonova uréitého integralu. Véta 7.1 o vztahu Newtonova integra-
lu a primitivni funkce. Véta 7.2 - zakladni vlastnosti Newtonova integralu.
Véta 7.3 - linearita Newtonova integralu. Véta 7.4 - metoda per partes v
Newtonové integralu. Véta 7.5 - véta o substituci v Newtonové integralu.
Pojem integralu s proménnou horni mezi, nevlastni integral vlivem meze,
konvergence a divergence integralu, nevlastni integral vlivem funkce.

7.2 Zakladni véty integralniho poctu.

Véta 7.6 — integralni véta o stiedni hodnoté. Dusledky integralni véty o stied-
ni hodnoté. Véta 7.7 - integral z nezaporné funkce. Véta 7.8 - obecna véta o
stiedni hodnoté. Véta 7.9 - o vztahu spojitych a integrovatelnych funkci (fun-
damentalni véta matematické analyzy). Pojem zobecnéné primitivni funkce,
zobecnény Newtonuv integral, konvergence nevlastniho integralu. Véta 7.10 -



kritérium divergence. Véta 7.11 - srovnavaci kritérium. Véta 7.1 - integralni
kritérium absolutni konvergence fady:.

7.3 Integralni soucet. Aplikace v geometrii a ve fyzi-
ce.

Déleni intervalu, integralni soucet a jeho vztah k uréitému integralu. Véta
7.13 - o existenci integralu. Obsahy rovinnych obrazcu, délka kfivky, objem
rotacniho télesa, povrch rotaéniho télesa, prace proménneé sily po pfime draze,
impuls sily v éasovém rozmezi.

8 Taylorova formule, prubéh funkce.

8.1 Derivace a diferencialy vyssich radu.

Pojem druhé derivace a dvakrat diferencovatelné funkce, derivace n-tého ta-
du, n-krat diferencovatelna funkce, n-ta diference.

8.2 Taylorova formule.

Véta 8.1 - Taylorova véta. Tayloruv polynom n-tého stupné, Tayloruv rozvoj,
Taylorova formule. Véta 8.2 — podminka konvergence Taylorovy fady. Apli-
kace Taylorovy formule (aproximace funkce, metoda vypoétu limity funkce,
nastroj k uréovani pribéhu funkce).

8.3 Zaklady optimalizace. Pribéh funkce.

Uloha na lokalni extrém, tloba na globilni extrém. Véta 8.3 - postaéujici
podminka monotonnosti v bodé. Véta 8.4 - nutna podminka existence lokal-
niho extrému. Véta 8.5 - postacujici podminka existence lokalniho extrému
- bez derivace. Véta 8.6 — postacujici podminka existence lokalniho extrému
(s derivaci). Véta 8.7 - postaéujici podminka existence lokalniho extrému - s
vyssi derivaci. Pojem funkce konvexni v bodé a konkavni v bodé, inflexni bod
funkce. Véta 8.8 - nutna a postacujici podminka konvexnosti a konkavnosti
funkce na intervalu. Véta 8.9 - nutna podminka inflexe, postatujici podminka
inflexe. Ulohy na pribéh funkce.




Pozadavky pro ziskani zapoctu.

Doporucené terminy kontrolnich pisemnych praci:

1. prace v dobé od 15. 10. do 26. 10.
2. prace v dobé od 19. 11. do 30. 11.
J. prace v dobé od 17. 12. do 21. 12.

Poslucha¢ muze za kazdou pisemnou praci obdrzet maximalné 15 bodu.
Za aktivni praci na cviéeni mize vyuéujici pfidélit za semestr také maximalné
15 bodu.

Dosahne-li posluchat alespon 50% z celkovélio poétu dosazitelnych bodu,
bude mu cviéeni zapoéteno. Posluchaé, ktery nedosahne uvedené hranice,
bude mit moznost na zaéitku zkouskového obdobi (dle pokynu vyuéujiciho)
napsat opravnou (souhrnnou) pisemnou praci, opét s dotaci 15 bodu. Poslu-
chaé, ktery ani po této pisemné praci nedosahne celkové alespon 30 bodu,

zapocet neobdrii,

Pozadavky ke zkousce.

Nutnou podminkou priputéni studenta ke zkousce je ziskani zapoétu. Zkous-
ka ma pisemnou a ustni ¢ast. Pisemna ¢ast zkousky trva cca 90 minut a
provéru)i se v ni nezbytne prakticke dovednosti jako napf.:

Vypoéet limit (vlastnich i nevlastnich) posloupnosti a funkci:
a) metoda ekvivalentnich dprav,

b) I' Hospitalovo pravidlo,

c) metoda Taylorova rozvoje.

Uréovani konvergence posloupnosti a fad:
a) z definice,
b) pomoci konvergenénich kritérii (pro posloupneosti 1 pro rady).



Elementarni funkce a jejich restrikee. Konstrukee inverznich funkei. Grafy.

Technika derivovani a diferencovani funkei. Vypoéet Lleény a normaly
grafu. Vypocet tecného a normalniho vekioru kiivky. Vypoéet vyisich deri-
VACI.

Uréovani primitivni funkce. Technika integrovani (per partes, substituce),
integrovani racionalnich funkei,

Jednoduché aplikace integrilu. Vypoéet obsahi, objemi a povrchi.

Vypocet delky oblouku jednoduché kiivky, Odvozeni prisluénych vzorcii po-
moci integralnich souéiu.

Uréovani priubéhu funkce.
Konstrukce Taylorova rozvoje dané funkce. Uréovani zbytku Taylorova

rozvoje a jeho odhad.

Ustni zkouska nisleduje po pisemné ¢isti a vviaduje se litka odprednasend
v zimnim semestru v rozsahu. ktery je dan vyse uvedenym prehledem.




